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译者序 


作力一 n 历史悠久的学 n ， 数‘7:冇她 n &的义化和戈学，就像 
义#和 z 术洋. 一方亂数$家们在努乃开拓新领域、解决老问 
®； 另 一方肌 他们也在不断地从+问的角度反乂学习、押解和欣赏 
前妒们的 r . 作.的确.数卞中 冇作多 不仅俏 得反 炱推敲 评解， 史俏得 
细心品味和欣赏的杰作.冇苎定理的证明不仅想法奇特、构思粘巧, 
作为-个幣体史 记天衣尤缝. 难怪， 叫力 •行些皮诚的数学家将这类 
杰作比喻为上帝的创造.这也就坫我们所说的数学大15屮的证明. 

木15介绍了 35个著名数学问题的极济创造性和独具 R 心的证 
明. 这不是•本教科朽,也不是一本专荞,|衍是一本开阔数学视野和 
提高数学修养的著作.出 r 可读性的考虑，本15侧电于研究生水平 
并且局限于数论、几何、分析、组合与阁论五个数学领域. fq 我确 
佶，每一个数学工作矜都会譆坎这本 15. JI •且从屮学到许多东 W . 

2002年，斯普林格出版社的 A 级编辑 Lindemann 搏十来华 i 方问 
时 ft 诉從本 I 5 S 斯矜林格出版社近 I 今:來最畅销的数7: 片作之 •. 
2005年,该出版 社的 Hcinze 博 t 来华 i 方问时告诉我这本 f 5 已被翻 
译成8种文字出版，同时他也希望我能促成这本茗作屮文版的出版. 
尚等教倉出版社的上聊萍编辑对本15的出版给 f ， r 大力 支持， 李鹏 
编辑 细心核对 ri 予稿并提出 r 许多改进意见.冯荣权教授和 宋存伟 
博士承担了翻译丁作，我负责统筹和校对.陆洛和张姗栅对翻译 I : 
作给7^了帮助. 


宗传明 

北京大学,2008年9月 



中文版序言 


本书的英文拟箸于1998年出版，随即受到数学界的广泛好评， 
并被陆续翻译成了十余种不同的文字,其中包括法文、德文、意大 
利文、 FI 文、西班牙文和俄文等. 

中同矜经对世界文明作出过®要贡献.中国的数学正处在一个 
迅速发展、人才窄出的时期.我们很鳥兴本 B 中文版的问世，并殷切 
希槊她对中国数学的发展起到积极的作用.中文版是在原著第-版 
的基础上翻 译的. 我们诚挚地感谢宗传明教授、冯荣权教授和宋春 
伟博士为翻译这本书所做的各项努力. 


Marlin Aigner , Gunter M . Ziegler 
柏林, 2008 年 8 月 



第一版序言 


Paul Erd 6 s 爯欢谈论数 '7: 天 I ? (<(The Book 》), 上帝在凡中保存 
着数学定理的完美 ilH 明.他这足根据 G . H . Hardy 的 说法： 丑的数学 
是不会冇水久地位的 .Paul Erdos 也讲过，作为数学家，你可以不相 
倍上帝， m 你应该相倍数学天 f 5. 儿年前，我们违 i 义他勾 W •下数学 
大书的轮廊 . 他立即动孜允满热怡地一页一贞提广很多逑议.木15 
原计划作为 Paul Erd 6 s 的85岁生日献礼于1998年3月出版.山于 
他于1996年“天不幸 i •世，他没有被列为我们的合作者. 而木 |5却 
是作为对他的纪念. 

我们没冇 数嗲人 15中的 ilH 明的记义成 t 小准.这 M 我们所呈现给 
大家的是一些具冇卨超的思想、聪明的观察和出色的洞寮力的例 
- f - 但愿说者与我们•样对它们富心热怡并喜欢它们，尽哲我们的 
表述并不完关.本14内容的选取.在很大程度 h 受到 Paul Erdos 的影 
响. K •中许多幸 f 足他建议的，许多 ilH 明足他给出的或#源于他《 
有洞察力的问题或猜想.所以，这本15很人程度上反映了 Erd 6 s t : T 
什么是数学天15中的证明的观点. 

限制我们选题的一个 W 索足呵 读性： 本书屮的所冇章⑺ 、 V :该能 
被 H 冇人学数学水平的淡荇所珂解 . •点线性代数、数学分析和数 
论以及-叫离散数学的初等概念和思维方式就足够理解和欣货本 
朽的仝部内容. 

我们对那些为本书的出版提供过帮助和支持的人及水衷心的感 
谢（其中包括初 稿讨论 H 上的学卞 :)： Benno Artmann , Stephan Brandt , 





第二版序言 


本书的第一版受到了读者广泛的欢迎.我们也收到了许多读者 
来信，其中有的给出中肯的评论,有的指出一些错误和缺陷,有的则 
对另外的证明和新的讨论题目提出了很好的建议. （显 然，当我们希 
望展现 完美证 明时，我们的表述并不完 美). 

本书的再版给我们提供了改善的 机会： 新版增加了三章，并对 
有的章节做了实质性的修改和给出新的证明，同时还有一些小的改 
动. 这些改进不少是基于读者的建议.另外，我们删掉了第一版中关 
于“十 二 •球问题” 的一氣 因为该问题的完整证明需要很多细节，很 
难做到简洁优美. 

在此我们非常感谢那些来信的读者，他们的来信对我们很有帮 
助，他们中有 Stephan Brandt , Christian Elshollz , Jurgen Elstrodt , Daniel 
Grieser , Roger Heath - Brown , Lee L . Keener , Christian Lebceuf , Hanfried 
Lenz，Nicolas Puech , John Scholes , Bemulf WeiBbach 以及许多其他读 
者.同样，我们 次对 Springer Heidelberg 的 Ruth Allewelt 和 Karl - 
Friedrich Koch 以及桕林的 Christoph Eyrich 和 Torsten Heldmann 提 
供的帮助和支持表示衷心的感谢 .Karl H . Hofmann 提供了一些高质 
量的新插图,在此-•并致谢. 


Martin Aigner, Giinter M. Ziegler 
柏林， 2000 年 9 月 


第三版序言 


准备这本书的第一版时，我们绝没想到出版后会有如此的成功. 
自出版以来，这本书已被翻译成许多种语言出版.这期间我们收到 
了许多读者的热情来信，其中有许多非常好的关于修改和增加新内 
容的建议一这使我们忙了好几年. 

第三版增加了两章（分别关于 Euler 的分拆恒等式和洗牌)，关 
于 Euler 系列的三个证明成了独立的一章.当然，还有许多其他改进， 
如 Calkinwilf - Newman 关于“有理计数”的处理.目前也就是这些. 

我们对过去五年中支持这一项目的每个人，和对新版作出贡献 
的每个人表示衷心的感谢.他们包括 David Bevan , Anders Bjomer , Di ¬ 
etrich Braess , John Cosgrave , Hubert Kalf , Gunter Pickert，Alistair Sinclair 
和 Herb Wilf . 


Martin Aigner , Gunter M . Ziegler 
柏林， 2003 年 7 月 
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第 1 章 

素数无限的六种证明 

第2章 


三探 tt 2 /6 4/ 


无理性和 7 T 




素数无限的六种证明 


第1章 


让我们从最古老的天书证明开始.通常人们将其归功于 Eu ¬ 
clid (Elements IX , 20). 它告诉我们素数构成的数列永不终止. 


■ Euclid 的 证明. 对任何素数的有限集 { Pll - • , p r }, 考察 n = 
PlJ >2 • • * p r + 1- 取 ri 的素 W 子 p . 这个 p 不可能是任何一个 Pi : 
否则 p 既是 n 的闪子乂是积 p lT > 2 ... p r 的 因子， 所以也是两者之 
差 n-piPfPr = 1 的闪子 ，矛盾.从而任何有限集 （ Pi , …， P ，} 不 
可能包含所有的索数. 口 

在往下继续之前我们引人一些符咢.令 N = {1，2,3，...}为自 
然数集 ,Z = {.. •，一2，一1,0，1，2，..}为整数集,？= {2, 3, 5,7,-..} 
表示素数集. 

下面我们介绍其他儿种（从一个长得多的单子上选 出的） 不同 
的证明，希望读者会像我们一样喜爱它们.尽管它们来源于各异的 
观点,其基本思想足•相 同的： 自然数没有上界，而每个 > 2的自然数 
都冇素因子.这两个事实放在一起将导致 P 是无限的.下一个证明 
! H 功于 Christian Goldbach (在 1730年致 Leonhard Euler 的信里)，第三 
个证明 M 然是通俗的，第四个是 Euler 自己给出的，第五个由 Harry 
Fiirstenberg 提出，而最后一个是 Paul Erd 6 s 的. 

■ 证明 之二. 让我们先看看 /^7；咖 教= 2 2 " + 1，这里 n = 
()，1，2, • • •. 下面证明任意两个 Fermat 数 互素； 从而必有无穷多个素 
数.为此我们只需验证递推关系 


= 3 

F\ = 5 

F 2 = 17 

F 3 = 257 

= 65537 

Ft, = 641-6700417 

前儿个 Fermat 数 


\\F k = F n _2 (n 彡 1). (1) 


事实匕设 m 是八和 R (it < n ) 的公 W 子,则 m 整除2,于是 m = 1 
或 # 2. 但由于 Fermat 数都是奇数 ， m = 2是不可能的. 

现在我们用归纳法证明递归关系（1>:当 n = 1时，我们有凡= 
3及巧 - 2 = 3. 山归纳假设即得 


数论 


Lagrange 定理 

若 G 是一个有限（乘法）群 
且"是它的一个子群，«必有 | f /| 
整除 | G |. 

■证明.考虑二元关系 

a 〜 b •• <=> ba~ l € U. 

从群的定义易见〜是一个等价关 
系.包含元素《的等价类即陪集 

Ua = {xa : x € U}. 

显然 | W | = 所以 G 可以被划 
分为阶数均为 | t /| 的若干陪集，从 
而可以导出|17|整除 | G |. □ 

在 U 是循环子群 { a , a 2 ,.-., 
a m } 的特殊情况，可见 m (使= 
1的最小正整数,称为元素 a 的阶) 
一定整除 | G | 的阶数. 


n n— 1 

n 心 =( ri F 0 Fn = (Fn ~~ 2)Fn 


=(2 2 - 1)(2 2 -f 1)= 


一 1 = F n+1 - 2. 


证毕. 


■ 证明之三.假设 P 有限且令 p 为 最大的 素数.我们考虑 A/wfine 
数 V - 1，并证明2〃 - 1的任意素因子 (? 皆大于 p ， 由此导出素数无 
限.令 g 为整除2〃 - 1的一个素数，则有2〃 三1 ( mod 9 ).闵为 p 为素 
数，前一公式说明在域的乘法群 Z ,\{0} 中元素2的阶就是 p . 而 
该乘法群有- I 个元素.由 Lagrange 定理,我们得到 p | (g - 1) 并 
由此可以导出 p < □ 

下面是一个用到初等微积分的证明. 

■ 证明之四•令 tt ( x ) ：=#[ p ^ x : p € F } 表示不超过实数 o : 的素 
数 个数. 将 IP = { P 1 ， P 2 ， P 3 , … } 排为 升序. 我们考虑由 logx = \dt 
定义的自然对数 logo :. 

现在将曲线 /( t ) = | 之下的面积与稍高的阶梯函数之下的面 
积进行比较.对 n < :r < n + 1我们有 



n+1 


在函数 /(£) = 丨上而的阶梯 


logx 彡 1 + - + - + •••+ —— --f - 
2 3 Ti —1 n 

^ I ：丄， 

这里 E 表示对所有的仅含 p ^ x 的素因子的 m € N 求和.因为每 
个被求和的 m 可以唯一地表为 n P 〜的形式,最后一个和式等于 

n(E^)- 

p€P k ^ O y 

山于上而的内和是公比为 i 的几何级数，所以 


log:c < II nn 


7T(X) 

= T 7 Pk 


n = n — 

p-1 1 丄抑一 

p€P y fc=l yK 


M 然,外 > + l , 因而 
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5 


所以 


iogx < 


k 


= n ( x ) -f 1. 


众所周知 logx 无界，所以 n ( x ) 也无界,从而素数有无穷多个. 口 

■证明之五.在用了分析之后现在轮到用拓扑了！我们考虑整数 
集 Z 上的一种奇特的拓扑.对 a , 6 € Z ， 6 > 0,令 


N a ,b = {a + nb : n € Z }. 

每个集合都是正负无界的算术级数.我们称集合 O Q Z 为开 
集，如果 O 是空集，或者对任意的 a € O 存在6 > 0使得 N a , b C O . 
M 然,开集的并总是开集.另外，如果 Q 和0 2 是两个开集，对任意 
的 a e O , 门0 2 , N aM C O , 以及 N a>b2 C 0 2t 都有 a e N aMb , C 
o , n 0 2 . 所以开集的有限交是开的.从而我们定义的开集族的确导 
出了 Z 上的一个拓扑. 

这里我们注意两个 事实： 

( A ) 每个非空的开集都是无界的. 

( B ) 每个凡, 6 都是既开又闭的. 

第一点是 M 然的.至于第二点，我们观察 

b-l 

N a ' b = Z\\jN a+iib . 

*=i 

这说明是开集的补，因而是闭集. 

素数在哪里呢？一下面就来广每个整数 n # 1，-1都冇某 
个 素闪子 P , 所以我们有 n e 7 V 0 , P 以及 

Z \{1，-1} = 1 J N () , P . 

peP 

如果 P 是有限的，那么 U peP ^ o lP 将是有限个闭集的并（根据 （ B >), 
所以是闭的.进而可以导出 {1,-1} 是一个幵集，这与 （ A ) 矛盾.口 

■ 证明之六.我们的最后一个证明更迈进了一大步.它不仅证明了 
素数无穷多，还证明了无穷级数 E 7 , €0 ^ 发散. Euler 首次证明了这 
个®要的结果（那个证明也很有趣),我们将要介绍的是山 Erd 5 s 给 
出的着实漂亮的证明. 

令 Pl ， P 2 ， P 3, …表示升序排列的素数，并假设 E peP g 收敛.那 
么一定存在 A 然数使得 E 以 +1 士 <〗•这时，我们称扒，…，外 



掷扃石，到无穷远 



数论 


为小素数，称 外 +1 ，外 +2 ,…为大素数.这样对任意的&然数 7 V 都 
有 

— N N ( 2 ) 


E 

i^k+l 


N 

<7. 


今 N b 表示满足 n ^ N 且至少被一个大素数整除的正整数 n 的个 
数，队表示满足 “ N 且因子都是小素数的正整数的个数.我们将 
证明存在某个 W 使得 


N h + N a < N, 


从而导出矛盾.根据定义 7 V b + 应该是等于; V 的. 

为估计圪我们注意到$」计数了满足 n < N 的 Pi 的倍数. 
于是由（2> 得到 


N b ( 




< 


N 

2 ~ 


(3) 


现在再看 A ^. 把每个只有小素数因子的 n < AT 写成 n = a n bl 的形 
式,这里 a n 是没有平方闪子的部分.每个~也就是一些互异的小 
素数的乘积，所以一共恰好有妒个可供选择的没有平方因子的部 
分.另一方面,由于^ v /反 至多有 W 个不同的平方部分， 

所以 

N H ( 2 k >/N. 


因为 <3)对 任意的 ； v 都成立，只需找到一个满足 f 亦 
即2* +| 彡 #的 TV 就行了.那么令 /V = 2^ 即可. 口 
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Bertrand 假设 第 2 章 


我们已经看到素数列2,3,5,7,…是无限的.其实，素数列的间 
隙也 无上 限.令 yv := 2 . 3 • 5 • • •. • p 衣示所冇小于 A + 2的索数之积, 
容易证 明下而 的个数 

W 十 2, ：V + 3, :V H- 4, • • • , ；V -f A*. ；V 十 (A* + 1} 

中没有 矣数. W 为满足 2 < i 彡 fc 十 1 的 i 一定有小于 + 2 的系 W 
子.该索 M 子必定幣除 ; v , 所以也幣除 W + /. 例 to , 取 /»• - 1 (), nf 以 
找到 Fifii 的10个相继幣数 

2312,2313.231 1. - ,2321, 


儿 中没有尜数. 

但足素 数序列 的间隙 还足有 I :界的.一个界名的上界足这 ff 描 
述的： “到下一个家数的距离不可能人于我们出发的这个数这就 
/ i £ Bertram ! 假设. Joseph Benraiid 捉出广这个倩灶 ti 验 ilt f // < 
3000000的情 形. 185() ^|\ Pafnuty Chchyshcv 第一个对所冇的".做 
出证明.印度天才 Ramamijan 则给了一个简化得多的证明.下而 W 
于 Paul Erd 6 s 的人|5 ilK 明取自1932年 Erd 6 s 发表的第一篇文饫,耶时 
他 19 岁. 


Bertrand 假设 . 

对每个 n > 1,存在素数 p 满足 11 < p ^ 2 n . 


■ 证明. 我们足够仔细地估 il (U 的 A : 小，将说明如果它没心满 
足 n < P 彡 2 n 的素 W f ，它就会“太小，，了•以 F 分五少论证. 

(1) 9cM n < 4000 llH 明 BertramJ 假设.这不必验 ilH 100() 种情形: 
U 嬰（这称作 “Landau 技巧•》证实 

2, 3.5.7.13.23,43,83, 103.317,631,1259.2503.4001 



Joseph Bertrand 
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数论 




个_ 

, 仅 f ? 中 ㈣ 

㉝ IU 


是一些素数且每一个均小于前一个的两倍.这样每个区间 b : 
2 / < 2 n}，n < 4000,就一定含有上面14个素数中的某个了. 

(2) 下面证明 


S … 


对所有实数 r > 2成立. 


这个证明对素数的个数进行归纳.它并非来自 Erd 5 s 的那篇文章，但 
也是归功于 Erd 5 s (见边 栏), 是一个真正的天书证明. 

首先注意到如果 g 是满足 q ^ x 的最大素数,那么 

]Jp = 并且 ^ 4 1 - 1 . 

p^q 

所以只需验证 （1) 当 : r = (? 是素数时成立即可.对《? = 2当然有 “2 彡 
4 ”.我们继续考虑 q = 2 m + 1( 奇素数）的情形.（这里我们可以归纳 
地假设 （1) 对所有 {2, 3, ...,2 m } 中的整数: r 都成立 •> 当 g = 2爪+ 1 
时，我们把乘积分成两部分可以得到 




n p- n p 

^m+l m+l<p<2m+l 
lTr > /2 m + l \ 


彡 4 m 2 2m = 

事实上,第一部分可由归纳假设得到 

n p 彡俨 

p«i 


而不等式 


2 m + 


成立则是因为 CZ ： 1 ) = 是个整数1所考虑的素数都是分 

子 （ 2 m + 1)! 的因子,却不是分母 m!(m + 1)! 的因子.最后， 


2 m + 


成立是因为 


2m + 


)与（ 


2 m -h 


SCT) = 


— 22^»+l 


是二项式展开 


第 2 章 Bertrand 假设 
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中相等的两项. 

(3) 根据 Legendre 定理（见边栏 X (^)=驗中素因子 P 的次数 
恰好为 

和式中的每一项至多是1, 因为 

< X 异 - 9 = 2 ’ 

而且须是整数.此外当沪 > 2 n 时就都为零了.所以中 p 的次 
数满足 

g (读卜 2 向)<—「以 2 叶 

所以整除的 p 的次数不超过 2 n . 特别地，当 P > v / h 时，它 
在（公）中的次数最多为 1. 

此外， Erdos 认为以下事实在他的证明中起到了关键作 用：满 
足 |n < p < n 的家数 p 根本不会整除（二)！事实上, 3 p > 2 n 表 
明（当 n > 3,从而 p ^3) p l v 2 p 是仅有的两个出现在的分子 
中的 P 的倍数，这时在分母中也恰有 p 的2贡闪 

(4) 现在可以估 iim 了.当 n > 3日久利用附录中对二项式系 
数的估计，我们可以得到 

£^( 2 ；)< n p ■ n p 

p ^ y /2 ri y /2 n < p ^ 2 n n < p ^2 n 

由于满足 p ^ s / 2 ^ 的素数不超过 W 个,从上式我们得到 

4、 (2 n ) , + ^ U P U P (2) 

v ^< p<Jn n <;>^ 2n 

(5) 假设不存在素数 P 满足 n < p 彡 2 n , 那么⑵中的最后一项 
乘积就是1.把（1>代人 (2) 我们得到 

4 n 彡 （2 n ) 14 在 4 卜. 


Legendre 定理 

n! 中素數 p 的次教恰好为 

■证明. 展开 n ! = 1.2.3. n 

后的 n 项中恰有 j 项被 p 整除, 
L^J 项被 P 整除，依此类推.所 
以, n! 中索数 p 的幕次为 


以下的例子 

(巧）= 2 3 . 5 2 . 7 • 17 • 19 • 23 
(巧）=2:’.3:、5 2 . 17-19.23 
( is ) = 2 4 . 3 2 • 5 • 17 • 19 . 23 • 29 
揭示了“非常小”的素数 p < 的 
高次幂可以整除（=)，满足< 
的“小"素数最多是 
重因子，而在区间 jn < p < n 内的 
素数则根本不会成为它的因子. 


换言之， 


43 Ti ^ (2 n ) 1+v ^ 


(3) 






这说明 (2 n ) J / 3 < 20,从而要求 n < 4000. 


从以上的估计中可以得到更多的事实.基于(2>，当 n > 4000时 
我们可以用同样的方法推导出 

n 

n<p^2n 

这样，在 n 与 2 n 之间的素数个数至少是 

<(*) = ▲ i^TT- 

这个估计是蛮不错的.在该区间内的素数个数大约是 n / logn . 
这可以从素数定理直接导出.素数定 理即： 

lim 哑 “严雜 ) =1. 

n—oo n/logn 

这个芳名结论是 Hadamard 和 de la Vall 6 e-Poussin 最早在1896年证明 
的. Selberg 和 Erd 6 s 在1948年发现了一个初等证明（没有使用复分析 
的工具，但非常冗长复杂). 

也许素数定理还不是最后的结果.例如， Riemann 猜想（见第7 
章的附录）的解决将大大改进素数定理中的估计.该猜想则是数学 
中最主要的有待解决的问题之 一. 即使对 Bertrand 假设而言,我们也 
可以期待明显的改进.实际上，下面也是一个著名的未解决 问题： 

在与+ i ) 2 之间是否一定存在 素数？ 

详见 [3, P 19】 与 14, PP . 248, 257]. 



附录：一 些估计 
利用定积分估计 


利用定积分估计和式是个简单而有效的方法（在第1章证明之 
四我们已经看到过了).为了估计调 和级数 

n 1 

我们在页 边阃出 图形,并通过比较曲线/⑷= }(1 < < < n ) 之下的 
面积与深色矩形的面积得出 



1 /" I 

~ 1 = fc < / 1 dt = IOgTl ' 

还可以通过比较曲线下的面积与高矩形（浅色部分)的面积得到 

1 1 ^zl 1 f n 1 
H n - - = h > -dt = logn. 

71 ^ e 

放在一起就有 

logn + — < H n < logn + 1. 
n 

这样，我们就有 lim // n - oo 并且 //„ 递增的阶由 

n —♦«) 

r H n 
lim :- = 1 

n—oc logn 

给出.当然现在已知的估计（参见【2】> 要好得多，例如 

Hn = lQgn + 7+ 士 - T ^ + I ^ + 0 ( 去)， 

其中7 » 0.5772 是 “Euler 常数”. 

阶乘的估计一 Stirling 公式 

同样的方法用于 


n 

log ( n !) = log 2 - f - log 3 + • • • -h log n = ^ \ogk 

fc =2 


这里 0(+) 表示对某个常数 c 满 
足 f ( n ) < 的某个函数 f ( n ). 



log tdt < log ( n !). 


就得到 


/( n ) 〜 g ( n ) 表示 


这里定积分是易于计算盼 




1 2 1 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

1 7 21 35 35 21 7 1 

Pascal 三角形 


对二项式系数的估计 

单从二项式系数（彳）的定义 ( n - 集合的子集的个数）出发，我 
们就知道二项式系数的序列0：)， (?),•••，□ 满足 

• 和式 : E (;) = r 

• 对称= ( n ： j . 

从函数方程 （D = 容易发现，对固定的 n 而言，二项式 

系数 （=) 组成的序列是对称且单 峰的： 向中部递增,使得中间的二 
项式系数是序列中的最 大项： 

1 = (S) <(?)<•••< (m ； 2j) = >--->(n ： i)>(n) = l - 

这里 Lzj 与 frrl 分别代表实数 z 的下取整与上取整. 

从上面提到的逼近公式我们可以得到对二项式系数相当精确 
的估计.然而，在本书中其实只需用到那些弱而简捷的估计. 例如: 
对任意的 fc , 有 （?） < 2〃;对 n > 2,有 

([ n /2 j ) ^ 


等式成立仅当 71 = 2. 特别地，对 n ^ l , 我们有 

( 2 > S. 

上式成立是因为中间项 ( ir r /2 j ) 是序列 （ s ) +(::)，(?)， G ), …，（，二) 
中最大的一个,而序列的和是 2”. 所以序列的均值是 

注意二项式系数的如下上界 

0 n(n - 1) • • • (n - A ; 4- 1) ^ ^ n k 

= k\ ^ ^ 2 ^' 

这对序列首尾的那些“小”项是相巧不错的估计，尤其是当 n 比较 
大的时候(相对于幻. 

参考文献 





二项式系数（几 乎） 非幂 


第3章 


这是 Bertrand 假设的一抹余韵，引出了关于二项式系数的一个 
美妙 结果. 1892年, Sylvester 以下而的形式加强了 Bertrand 假设： 

若 n 彡 2 A ：, 则 71,71 - 1, • • • ，71 — fc + 1中至少有一个具有比 A : 
大的素因子 P . 

注意，3 n = 2 k 时这恰好就是 Bertrand 假设.1934年, Erd 6 s 基于他 
对 Bertrand 假设的证明，用初等方法给出了 Sylvester 的结果的一个 
天书证明. Sylvester 定理可以等价地叙述 如下： 

若 n >2 fc , 則二项式系數 

fn \ n(n — 1)... (n — A : + 1) 

U ； k \ 

必有素因子 p > A:. 

有了这个观察，我们来赏鉴 Erdos 的另一枚宝石.什么时候会 
有 0；) 等于某个幂易见当 A : = € = 2时，⑺= m 2 有无穷多个 
解.实际上，若⑵是平方数，则 ( (2 n ~ 1)2 ) 也是平 方数: 令 n ( n - 1) = 
2 m 2 , 则有 

(2 n — l ) 2 ((2 n - I ) 2 - l ) = (2 n - l ) 2 4 n(n - 1) = 2(2 m (2 n - l )) 2 ， 


于是 

o (2m(2n _ 1))2 

从巧） = 6 2 开始我们可以得到无限多个解，其中的下一个便是 
( 2 f ) = 204 2 .当然，这种方法并没有给出全部的解.例如，从 （ 5 2 G ) = 
35 2 开始是另一个解的序列， ( 16 f) = 1189 2 又起始了另一列.当免= 
3 时，已知的结果是（〗）= m 2 有唯一解 n = 50, m = 140. 而我们到 
此为止了. W 为当> 4 时，对任意的^ > 2 都不会有解,这一结果 
是由 Erd6s 巧 妙地证 明的. 


定理. 方程 （2) = 没有满足及4彡 / fc 彡 n — 4的整數 

解. 


( 5 3°) = 140 2 是当 A : = 3, € = 2时唯 
一的解 
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■ 证明.首先注意由 （ T fc l ) = { n \), 我们不妨假设 n 彡 2 A :. 假设定理 
不成立，令 （；：） =我们的证明分四步导出矛盾. 

⑴由 Sylvester 定理， © 有大于 A ： 的素因子 P ， 所以 〆 整除 n ( n - 
…+ ”. 显然，仅有一个 n - i 是 p 的倍数（由 p > A ：)， 所以 
有 〆 | (n - 0,进而 

n ^ p e > k e ^ k 2 . 

(2) 任取分子的一项 n - j 并将其写成形如 n-j = 〜 mj , 其 

中七不被任何非平凡的 f 幂 整除. 由⑴可知，七仅有不超过 A : 的 
素因子.下面我们证明对 i # 总有 A 一七.假设不然，存在 i < j 
满足 cii =…,则有 rrii ^ rrij \以及 

k > (n-i)-(n-j) =〜 (mf - mj ) 彡 -f 1)^ - m<) 

> ajfm e ~ l ^ £( ajm ^) 1/2 ^ ’ ( n - fc + l ) 1/2 

> £( r j + l )" 2 > n 1/2 ， 

与 （1> 中的 n > A : 2 相矛 / S . 

(3) 下面我们证明这些 〜是 1，2,…， fc 的一个重排(根据 Erdos , 
这是整个证明的关 键). 既然已知它们各自不同，只笟证明 

ao^i * * • afc - i | 免!. 

将 n — j = ajm l j 代入方程⑺=得到 

… afc-i ( mo 爪1 • •- 爪*一1, = k \ m f . 

两边将爪0 • •. 爪 fc - 1 和 m 的公闪子约去，我们得到 

aoai - - - ak -\ u f = k \ v e t 

其中 gcd ( u , v ) = 1. 下面只需证明 v = h 假设不然,令 p 为 t ； 的某 
个素 因子. 由于 gcd ( u ， t ») = 1，素数 p —*定是 a 0 ai ... aic - i 的素 W 
子，所以由 （1) 它一定小于或等于 fc . 由 Legendre 定理(见第2章 ), W 

包含 P 作为因子的重数是现在我们估计一下 P 在 n(n - 
1) … ( n -& + i ) 里作为因子的歌数.设 i 为正整数， b \ < < •• • < b „ 

是 n，n - 1，…， n - A : + 1 里面 〆 的倍数.这时 6 a = 6 i H- (« - l ) p \ 
我们得到 

(s - l ) p * = b s — bi ( n -( n - A ;- t - l ) = fc — 1， 


所以 n , …， n - fc + 1 中#的倍数的个数以及勿， ai , • • • ,办—丨中 〆 
的倍数的个数有上界+ 1 . 用在第 2 章中的 Legendre 定理所用 
的论证可以得出 m 中闵子 p 的次数至多是 




唯一的差別是这里求和停止在 i = 这是 因为七 不 含有纟 次幂. 

综合以上的考虑， p 在 t / 中的重数至多是 


娜[多 卜一 


这就导出了我们想要的矛盾. 

现在已经可以解决^ = 2的情形了.事实上，由&彡4,某个叫 
就等于 4. 这与各个^都不含平方因子相矛盾.所以下面我们就假 
设 G 3. 

⑷由于 A : 彡4, 一定存在3个指标 ii , 12,^3满足％ = 1， a i3 = 
2, Ot 3 = 4. 换言之， 

n-i\ =m\, n - t2 = 2rri2, n — 23 = Am^. 


n - x ^ — 


n — 23 


我们断言 ：（n - i 2 ) 2 / (n — ii)(n - i 3 ). 设若不然，我们记 b = n - i 2 , 
n — ii = 6 - 2 : 和 n — i3 = 6 + y , 其中 0 < | z |, | y | < fc . 那么 

b 2 = ( b - x )( b -\- y ) 或 (y - x)b = xy y 

M 然 x = y 是不可能成立的.然后由第 （ 1 ) 步就有 

\ xy \ = b \ y - x \ ^ b > n - k > (k - l) 2 > | xy |. 

这是不可能的. 

现在有爪纟# m ! m 3 . 不妨设爪！ > m , m 3 (否则证明类似)，继续 
最后的推导.我们得到 


到此为止的分析适用于 
由于 

50 = 2 • 5 2 
49 = 1 . 7 2 
48 = 3 - 4 2 
且5 • 7 . 4 = 140. 


2(k - l)n > n 2 - (n - fc + l) 2 

> ( n - i 2 ) 2 -( n - ii )( n - i 3 ) 
= 4 [mf - ( m , m 3 )^] 

^ 4((m 1 m 3 + 1)^ - (mim 3 ) / ) 


由 € > 3 且 n > V > fc 3 > 6fc， 我们可以进一步得到 


2(k — l)nmim 3 > 4£m{m^ = t{n — ii)(n — 13 ) 

> £(n - A: + l) 2 > 3(n_ 兰 ) 2 

o 

> 2 n 2 . 

此时 因为爪 4 彡 n 1 " 彡 n 1 / 3 我们就最终得到了 

kn 2/3 > kmim 3 > (k — l)rriimz > n, 

从而 A : 3 > n. 这与 （ 1 ) 的结论相矛盾.这个矛盾说明最初的假设不 
成立 , 证毕 . 口 
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表自然数为平方和 


第4章 



哪些自然数可以写为两个平方数之和? 


此问题与数论本身一样古老,它的解 决足本 领域中的经典.“闲 
难”的部分在丁解决形如 4m +1的蒺数可表为平方和 .G. H. Hardy 
-L/ifi. Fermat 的平方和定理 “非常公正 地说， 可列为数论中最好的结 
果之-.” 里然 如此， KlfU 的天书证明是相当新的. 

让我们先“预热” 一下.首先，我们将要把素数 p = 2,形如 p = 
4 m + 1的系数，以及形如 p = 4 m + 3的家数 K 分开.每个素数恰厂 4 
于这三类之 •. 此时注意到（用“欧儿里得式”的方法）存在无穷多 
个形如 4 m + 3的素数.实际匕假如仅有有限多个,则蚵以取这种 
形式的 M 大索数外•.置 


1 = 1 2 + 0 2 

2 = I 2 + [ 2 

3 = ?? 

4 = 2 2 + 0 2 

5 = 2 2 +1 2 

6 = ?? 

7 = ?? 

8 = 2 2 + 2 2 
9 = 3 2 + 

10 = 3 2 + 


iVfc := 2 2 • 3 • 5 - - - pfr — 1 


(其中 Pi = 2, P 2 = 3 , P 3 = 5, ... 表示所有不同素数),则有乂同余 
于3 ( mod 4), 所以其必有素 W 子 4 m + 3,而这个素 W 子比大，矛 
本章之末我们还将证明,形如 /) = 4 m+l 的素数也有无穷多个. 

第一条引理足茗名的“互反律”的一个 特例: 它刻 W 了那些使 -1 
在4中是某个元素的平方的那些索数 p (引理证明的后面框内有相 
关的回 顾). 

引理 1. 方程6* 2 三-1 ( modp ) 对素数 p = 4 m + 1有两个解 .s € 
对 p = 2有一个解；对形如 p = 4 ，，i + 3 的素数无解. 

■ 证明 • 当 p = 2时取 s = 1.对奇索数 p ， 我们定义{1，2 ,…， p - 1} 
上的如 K 等价 关系： 每个元系的等价类由它 A z 7 , 中的加法逆和乘 
法逆生成.这样“一般的”等价类包含四个元素 

{x, -x.x, -x}. 

以匕的4元集包含它的甸个元尜的两种逆.然而,还 冇更小 的等价 
类.我 们注怠 到如果所列四个元索并非互异，这种怡况就会发生. 
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当 P = il 时对成的分类为 
{1，10}，{2,9,6,5}，{3,8,4,7} ; 

占 p = 13时分类为 
{1,12},{2, 11,7, 6},{3,10,9,4}, 
{5,8}: 数对 {5,8} 给出了 
ff ' 2 = -1 mod 13的两个解. 


• 对奇的 p,x = - X 不可能发生. 

• X E I 等价于 z 2 S 1. 这有两个解: 2： = 1与= p - 1,对应等价 
类是 U，P - 

• T 三等价于/三- L 这个方程或者无解，或者仅有两个 
解办， p -邱： 这种情况下的等价类是 

集合 { 1， 2 ,…， P - 1 } 有1个元素.将它分成四元组(大小为4的等 
价类）和1或 2 个二元组(大小为2的等价类).当 p - 1 = 4 m + 2,仅 
能有一个二元组 { l ， p - l }， 其他的均为四元组,闵而 J e - l ( modp ) 
无解. 当 p - i = 4 m 时则必有另一个二元组，这就是 s 2 三 _ i 的两 
个解. □ 
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Z 5 中的加法和乘法 


现在，让我们“忙中偷闲”看一下如下 结论: 对所有素数 p ， 方程 

x 2 + y 2 = -1 (mod p ) 

总有解.事实上， Z p 中有 j + 1个形如 〆 的互异元素， Lf j + 1个 
形如 -(1 + 2/ 2 )的互异 元素. 因为 Z p 仅有 P 个元素，所以一定存在 r 
和2/满足 

x 2 = -(1 + y 2 )( moiip ). 


素域 

当 P 为一个素数，集合 Z p = {0,1，…， p - 1} 上“模 p ” 的 
加法和乘法构成一个有限域.我们将需要以下简单 性质： 

• 对3：€29,怎#0,加法逆(表为_幻由？—0；€{1，2，... ,p-l} 
给出•若 p > 2,那么: r 和- x 是 Zp 中互异的 元素. 

•每个: r € Z p \{ 0 } 有唯一的乘法逆 Z € Z p \{0}, 使得 xJ = 
1 (modp). 

素数的特性保证了 Z p — Z p , 2 对: r # 0是单射.所以 

在有限集合心\ {0} 这个映射也是满的，从而每个 z 有唯一 
的逆至一 0使得 xx = 1 (modp). 

• 对九= LfJ，Z P 中的平方数0 2 ，1 2 ,2 2 ，...，/1 2 两两互异. 

这是因为 a: 2 三 j/ 2 将导致 a : 三2/或 : c s 这1 + (JJ 个元 

素0 2 ，1 2 ,…， M 称为 Zp 中的平方. " 


引理 2. 形如 n = 4 m + 3 的自然数不能表为两个平方之和 
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■ 证明. 偶数的平方总有 ( 2k) 2 = 4k 2 = 0( mod 4), 奇数的平方则 
有+ I ) 2 = 4( A : 2 H -/ c ) + l = 1 ( mod 4). W 此，两个平方数之和模 4 
只能同余于 0，1 或 2. □ 

这已足以表明形如 p = 4 m + 3的素数是“差 的”. 那么,我们继 
续来讨论形如 p = 4 m + 1的素数的“好”性质.在导出主耍定理的 
过程中,下面是关键的一步. 

命题. 每个形如 p = 4 m 4- 1的素数都是两个平方数 之和. 亦即存 
在: r，y € N 使得 p = x 2 -hy 2 成立. 

我们介绍这一结果的两个证明，它们同样地优美动人.第一个 
证明巧妙地利用了 “鸽笼原理”（在引理2之前我们已经“忙中偷 
闲”地用过一次了.关于鸽笼原理详见第22章)，此外还聪明地运用 
了“模 P ” 而又再回来的论证.这个思想归功于挪威数论学家 Axd 
Thue . 


■ 证明. 考虑满足0 < 〆 ， 〆 彡^的整数对 ( x '， 〆 )，换言之，€ 
{0,1, …， LWJ }. 共有 （ U/^l + I ) 2 个这样的对.由于 W + 1 > X , 
令 : c = ^，可知这样的整数对比 P 多.所以对任意 s € Z ， 由所有的 
对 ( x \ y f ) 计算出的值 z ' - .V 在模 P 的意义下不可能两两互异.换 
言之，对每个 s 必有两个不同的对 

( x f \ y /f ) e {0，1，...，_} 2 

满足 

x ' - sy ' = x " - sy n ( modp ). 

取其差,我们得到 〆 - x " 三 、 s(2 /- 2 /") ( modp ). 定义 

z := y ：= W - y n I 


当 P = 13 •有 Iv^J = 3, 我们考 
察 x \ y f 6 {0, 1,2,3}. 对 5 = 5, 




i 2 3 


8 3 11 

9 4 12 

10 5 0 

11 6 1 


我们可以得到 

(x,y) € {0,1, •• - , Iv^J} 2 且 x = ±sy(modp). 

乂闪为 （: r '，?/) 和 （ x 〃， y 〃） 是不同的整数对，所以 2 ：与 y 不可能都 
为 0. 

在引理1的保证下我们取 s 为 s 2 三 -I ( modp ) 的一个解，则 
有: r 2 E S 2 y 2 S - 2 / 2 ( modp ), 从而得到 

( x , y ) 6 Z 2 满足0 < x 2 + y 2 < 2 p 和 x 2 + y 2 = 0 ( modp ). 
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由于 P 是0与 2 p 之间唯一被 p 整除的数.所以 x 2 + y 2 = p . 证毕！ 口 
我们的第二个证明显然也是天书证明，是1971年由 Roger Heath - 
Brown 发现的，到1984年才为世人所知 . (Don Zagier 又给出了一个 
浓缩版的“一行证明 ”.） 这也是一个初等证明，我们甚至不需要用到 
引理 1. 

Heath - Brown 的论证依赖三个线性 对合： 第一个相当显然，第二 
个不易发现，第三个是平凡的但给出“最后一击”.想象不到的是，第 
二个对合对应着方程 4: r y + z 2 = p 的整数解集的某种暗藏结构. 

■证 明. 研究集合 

S ：= {( x , y , z ) e Z :, : 4 xy -f z 2 = p , x > 0, y > 0}. 

这是个有限集.事实上，: r 彡1与> 1表明2；彡 f 及: r 彡 f . 所以 : r 
和 y 都只有有限多个可能的取值，而一旦给定: r 和 j /, 2 至多有两种 
取值. 

1. 第一个线性对合定义如下 


I : S ― ► 5, ( x , y y z ) 卜 》 ( y , x , — z ). 



也就是说,“互换 z 和?/ ，再把2变成负的”.这显然是从 S 到 n 身的 
映射，还是 对合: 应用两次,结果是单位映射.并且/没有不动点，这 
是因为2 = 0将使得 P = 4叩导致矛盾.此外，_ /把 

T •= {( x , y , z ) £ S : z > 0 } 

中的解恰好映到 S \ T 中的解，即满足 2 < 0的解.最后，/ M 时改变 
Tx - y ^ z 的符号,所以它把 

U ••= {( x , y , z ) e S : (x - y ) ^ z > 0 } 

中的解恰好映到 S \ f ； 中的解.关于这一点我们需要确认没有满 
足 （:r - 2/) + 2 = 0的解，好在假如有解的话将有 p = + 2 2 = 

切 + { x - y ) 2 = (x + y ) 2 . 

我们从研究 / 的过程中得到了什么？主要的观察是既然/把 r 
和"分别映到它们的补,它也使: T \ t / 和 U \ T 中的元素相互交换. 
换言之，在 f / 中但不在 t 中的元素与在： r 中却不在中的元素一 
样多，所以 T 和 t / 基數 相同. 

2. 第二个是集合 r 上的一个 对合： 
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9 ' V — ► U, (x,y,z) | ~ ► (x-yi-z,y,2y-z). 

符先检验这个映射定义的合理 性：若 （z， 2/， 2 ) € (/，贝 d 有 rr - y + z > 
0, y > 0且4 (怎 一y + 名 ) y + (2y — 2 ) 2 = 4xy + 2 2 ,故 g(x,y,z) € S. 
由 (x - yz) - y(2y - z) = x > 0 也确实有 g(x y y,z) € U. 

另外， P 是一个对合： g ( x ， y ， z ) = (: r — y + 2，y，2y — 2) 被 p 映 
到 ((x - y + 2) - 2/ + (2y - z) y y y 2 y - (2 y - z )) = (x, y , z ). 

最后， P 恰有 1 个不 动点： 显然 

( x , y , z ) = g ( x , y y z ) = (x - y z , y ,2 y - z ) 

在 y = 2 时成立.但此 日才 p = 4:ry + y 2 = (4x -f y)y 要求 y = l = z 
及: r = ¥. 

容易看出，当 g 是 t/ 上的一个对合且恰有 1 个不动点，则 t/ 的 
基数必为奇数. 

3. 第三个，集合: T 上互换: c 与 y 的 对合： 

h : T ― ► T ? ( x y y , z ). ~~ ► ( y , x y z ). 

这个映射显然是合理定义的，且是一个对合.我们把关于前两个对 
合的信息综合起来: T 的基数等于氏是个奇数.然而，如果/^是奇 
基数有限集上的一个对合，那它一 定有不 动点.综上所述，存在一个 
点 （A y } z ) eT 满足 X = y . 它就是 

p = 4x 2 -hz 2 = (2x) 2 + z 2 

的解. 口 

注意，这个证明还告诉我们,形如 p = 4m + 1的素数 P 可以表 
为 ？ = x 2 + (22/) 2 的个数是奇的.（这种表示其实是唯一的，见[3】.> 另 
外这两个证明都不是有 效的： 当 p 是一个十多位的素数时就很难找 
出 x 和 y 了！关于有效地表素数为两个平方和的方法参见[1】和 [71. 

下面的定理完全冋答了本章开始时所提出的问题. 

定理. 自然数 n 可表示为两个平方和的形式当且仅当 n 的每个形 
如 p = 4m + 3 的素因子的重数都是偶數. 

■ 证明. 为方便起见，我们称 n 为可表的，如果存在 : c ，2/ € N 0 使 
得 n = : r 2 + y 2 . 这个定理是以下五个结果的推论. 

(1) 1 = 1 2 + 0 2 及2= 1 2 + 1 2 是可表的•每个形如 p = 4m+l 的素 
数是可表的. 



在基数为奇的有限集上，每个对合至 
少有一个不动点. 
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(2) 两个可表的数 7 M = 4十 W 与 n 2 = xl + y \ 的乘积是可 表的: 

n l n 2 = { XlX 2 + mV 2) 2 + ( xij /2 - X 2 J / l ) 2 . 

(3) 若 n 是可表的 , n = * r 2 + y 2 , 则 n2 2 也可表 •• n2 2 = (xz) 2 + (yz) 2 . 

结果 （〗)，<2) 与 (3) 放在一起就证明了充分性部分. 

(4) 若索数 p = 4 m + 3 整除可表的整数 n = P + y 2 , 则 p 既整除 : r 

也整除 y , 从而 p 2 整除 n . 事实上，若有 z 关 O ( modp ), 则可以找 

到无满足:^ e 1 ( modp ). 在方程 x 2 + y 2 = 0 两端同乘以护，我 

们得到 

1 + y ' 2 x ' 2 = 1 + ( xy ) 2 = 0 ( modp ), 

由引理1，对 p = 4 m + 3 这不可能. 

( 5 ) 若 n 可表，且 p = 4 m + 3整除 n , 则 p 2 整除 n , 从而 n / p 2 也可 

表.这由 （4) 即得.定理证毕. □ 

作为推论，我们得到有无穷多个形如 p = 4 m + l 的素数.为此 

考虑同余于1 ( mod 4) 的数 

A/ /e = (3.5-7..p^) 2 + 2 2 . 

它所有的素闵子都大于办，又由前面证明中的事实（4> 可知它没有 

形如加+ 3的素闪子.所以有形如 4 m + 1的素 W 子,且比外 

大. • 

我们以两则评论结束 本饫： 

• 若《和6是互素的两个自然数，则存在无穷多个形如嶋 + 6 (mG 
N ) 的素数——这是 Dirichlet 的一个著名(且闲难的)定理.更准确 
地说，可以证明当 a : 足够大时,形如 p = am + 6且满足 p $ a ： 的 
素数的个数可相当精确地由函数為命所描述，这里咖)表示 
m & i ^ b < a 且与 a 互素的6的个数.（这是对我们在第2章中 
提到过的素数定理的一个显著改进 .） 

• 这说明当《闶定，由不同的&产生的素数出现的几率本质上是相 
等的.然而，比如 ， a = 4 时可以观察到一个相当微小但仍然是 
M 著的持续的趋势—— “ jg 多”素数形如 4 m + 3,也即随机取一 
个大的: r , 那么更可能是满足 p ^ x 且形如 p = 4 m + 3的素数比 
形如 p = 4 m + 1的素 数多. 这个现象被称作 - Chebyshev 偏 差”； 
见 Riesel [41 及 Rubinstein 与 Sarnak [5]. 
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有限除环即为域 


第5章 


坏足近 世代数屮的巫要结构.若环/《有乘法中.位元1，且每个 
非 零元冇乘法逆，称/?为 除环 . 所以, R 比域缺少的就是乘法的交换 
件:.关于非交换除环 M 好的例子是 Hamilton 发现的 W 元数环.们如 
本$题13所揭承的.那样的除环必定足无限的.如果/?冇限.济公邱 
将迫使乘法为可交换的. 

这个如今已成为经典的结果曾经令众多数学家神往，正如 
Hersiein 写 F 的: “它把某个代数系统 S 的元素数日与那系统的乘法 
这两个乔似奄不相干的卞物联系起宋，茛是太出人意料了.，’ 


! 定理. 每个有限除环7? 都 是可交换的. 

这个通常归功于 MacLagan Wcdderbum 的关丽定理已经被许多 
人川各种 ft 样的思想证明过了. Wedderburn 本人即在1905年給出 
广飞个 ilH 明，同年 ， Leonard E . Dickson 也发现了 •个 iiK 明.后来 ， Emil 
Artin，Hans Zasscnhaus , Nicolas Bourbaki 以及 K 他很多人 lli 汾出 fi 止: 
明.有 个 i 正明由 r 简洁优美脱颖 l 〖 li 出.这足 - 1931年由 Ernst Witt & 
现的. 该证明把两个初等思想综合仵一起取得辉焯成功. 

■ 证明 . f 们的第一件配料足把线性代数和基础群论拃在一起. 
对仟意的元家.V e /?，令 G 衣示与 .S 可交换的元素 的识介 h € 
R : a：.s - sx }; C , 称力 .s 的中心化子. M 然，包含0和1,足 
的子除环.中心 Z 则是/I中与所冇元素交换的元素的集合，也就 
坫 Z 特别地, Z 是I汀交换的敁 (） 勺1在 Z 中，故 Z 是个 

有限域.我们假定 IZI = q . 

将 / f 和 C \ 分別符作域 Z 上的向量空间.令 n 为向 tt 空间尺的 
维数 • 可以导出 | 州 二尸. 类似地，对某个合适的整数 nj 1. 我们 

现作假设 /? 不是域.这意味肴存在某个 S e /?. K 屮心化 T C\ 
不足仝部的 /?, 成 A 说 ~ < n. 



Ernst Win 



_ Atfr 

在集合 /T := R \{ 0 } 上考虑关系 

/~r r 7 = x~ l rx 对某个 

易见〜是一个等价关系.令 

A a := { i _1 5 X : x G ^*} 

表示含有 s 的等价类.我们注意到 1 = 1当且仅当 s 在中心 Z 中. 
所以根据我们的假设，存在满足 |>M > 2 的固定 s e 尺' 考察 
从•到山的满射 — x -' sx . 对: c ，2/ e iT 我们发现 

X~ l sx = y~ l sy ■<=» ( i / a:' l )s = s ( yx _1 ) 

<=> yx~ l e C * <=> y 6 C * x . 

上式中 Q := C a \{ 0 } t S C；x = { zx : zeC ；} 的大小是 \ C ：\. 故每 
个 x -' sx 在 映射厶 下恰好是丑•中 d = q n •- 1 个元素的像，从 
而 | 尺•卜 |儿| | C 7:|. 特别地，注 意’ 

}§ = frz\ = 1^-1 对所有的 s 都是整数 - 

我们知道等价类是对 / r 的分拆.把 z * 里的元素合在一起，用 
• • • ， A 代表那些含有多于1个元素的等价类.由我们的假设可知亡> 
i . 因为 |/ r | = | z *| + zLi l > M ， 我们就证明了所谓的类 数公式 

㈠ ⑴ 

其中对所有的都有1 < ^€ N . 

从 （1) 我们就离开抽象代数回到自然数中.下面断言& 

!) I ( Q n - 1) 表明 | n . 事实上，记 n = an fc + r ， 其中0彡 r < n *；， 
则（…一 l )|( g anfc + r - l ) 说明 

(<? nfc -1)1 ((q ank+r 一 1) 一 0? nfc - 1)) = 9 n *(9 ( °~ 1)nfc+r -l). 

从而由 g n * 与 g nfc — 1互素，我们可以导出 (9 nfc - l )|( g ( a - 1) nfc + r - l ). 
继续下去直到 （ g 〜- 1) | («7 r - 1). 然而当0 < r < n fc 时唯一可能的 
情形就是 r = 0,亦即 | n . 总结一下,我们得到 


n k \n 对每个 A :. 


(2) 
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单位根 

任意复数 z = x ^ iy 可以写成极坐标形式 
z = rc ，v， = r(cos ip 4- isinyj), 

其中 r = 卜| = 是 z 到原点的距离, P 是从 ☆ 正半轴 

量出的夹角.所以 n - 次单位根就形如 

\ k = e 2 ^ 1 = cos(2A ： 7r/n) 4- isin.(2kn/n), 0 彡 fc 彡 n—1. 
对所有的 fc 都有 

A2 = e 2kiri = cos(2A ： 7r) 4- isin(2fc7r) = 1. 

通过把一个正 n - 边形内嵌入单位圆我们就得到这些根.注意 
到对每个 fc , Afc = 这里 C = e 乎.从而 n - 次单位根组成一 
个阶为 n 的循环群{<，< 2 ,…， C 1 ' C 1 = 1}. 


2 = re 叫 




现在第二件配料 来了： H 数域 C . 考察多项式# - 1，它在 C 中 
的根称为 n - 次单位根.由= 1，所有的根 A 满足 | A | = 1. 所以，它 
们都在复平面的单位圆周上.事实上，它们正是复数= ^ = 
cos (2 fc 7 r / n ) + ism (2 kn / n) y 0 ^ k ^ n - I (参见框 格). 有的根 A 对某 
个 rf < n 满足妒=1;例如 A = -1 满足 A 2 = 1.对根 A ， 令 d 为使 
得妒=1成立的最小正整数.换言之， d 即 A 在中位根群中的阶.那 
么由 Lagrange 定理， d|n(“ 每个元素的阶整除群的阶”，见第 1 章中 
的边栏).注意到阶为 n 的根总是存在的，比方说 A : = e 2 ?. 

现在我们把 d 次单位根放在一起,且定义 

M x ) ： = n ( x ~ - 

入 Mrf 次的 

这样 ^( x ) 的定义与 n 无关. W 为每个根都有某个阶 d , 可见 

- 1 = n 如 ( x )_ (3) 

(l n 

关键的观 察是： 多项式 0 n ( x ) 的系數都是整数(或荇说对任意的 n ， 
冇 0 n ( x ) € Z [ x ]\ 此外它的常数项是1或- 1. 




30 


数论 


让我们仔细验证一下以上的断言.当 n = 1时只有1这一个根， 
因此 Mx ) = x - l . 用归纳法：假设对所有的 d < n 已经有 Mx ) e 
Z [ x ] 并且 MW 的常数项是1或 -1 .由 （3) 我们得到 

x n - 1 = p ( x )0„( x ) (4) 

其中 P (： T ) = E PjX j , < Pn { x ) = 5 Z a k〆 ， 且 Po = 1 或 Po = -1. 
i=o fc=o 

由一 1 = poOq , 我们容易得出 ao € {1, —1}. 假设已有 a 0 ， ai , …， 
a fc _! 6 Z . 通过计算 (4> 的两端 a : fc 项的系数,我们得到 

k k 

y^PjQic-j = +po^k ^ z. 

j =0 j=l 

由归纳假设，所有的 ao ，... (以及所有的 Pd 在 Z 里面.所以 

再由 po 是1或-1就得到了办必为整数. 

我们已为 最后一击做好 准备了.取 （ U 式中的某个数 n fc | n ， 则 

- 1 = n 如⑷=(，一 i ) 0n ( x ) n Mx ). 

d I n d I n , dfrifc , d/n 

从而在 z 中有整除关系 

心⑷丨 0? n - l ) 及 < Pn ( q ) I (5) 

因为 (5> 对所有的 fc 都成立,从类数公式 （ U 我们得到 

⑷ 1(1). 

这不可能成立.为什么呢？，们知道 k { x ) = ri (^ - A ), 其中 A 取 
遍 W - 1的所有 n 次根. 4 -A = a + i 6 为这样的一个根.由 n > 1 ( 假 
设 只 # 幻 我们有 A /1, 这表明实部 a 比1小.再由|3：| 2 = a 2 + 6 2 = 
1我们得到 

\q - A | 2 = \q - a - ib \ 2 = (q — a ) 2 4- b 2 

= q 2 - 2 aq + a 2 + 6 2 = q 2 - 2 aq + 1 
> q 2 -2^+1 (由 a < 1) 

=(<? - I) 2 - 

\ q - fi \>\ q - 1| 

所以 |^- A |>^-1 对所有 n 次根成立.从而 
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I0n(9)| = n^~ A l > 

X 

意味着 4> n ( q ) 不可能是 *7 - 1的因子,矛盾，证毕. □ 
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一些无理数 


第6章 



7 T 是无理数 


1亚甩十多德断3岡的斑抒和周长不可公度的时候就已提出 
了这个挤想.这个基本结论的第一个证明是山 Johann Heinrich Lam¬ 
bert T 1766 年给出的.我们的证明属于 Ivan Niven (1947 年): 一个 
只志用到初等微积分 K 极 W 优美的一贞纸证明. 它访有 思想，正 
如 Iwamoto 和 Koksma 分别指出的那样,还可从中得到更多的东两. 
例如 

• T： 2 是无理数； 

• 对任意的有理数 r # 0,〆是无理数. 

气然, Niven 的方法的确另冇根源和先驱 ： 它可以追溯钊1873 ^-Char¬ 
les Hcrmitc 的 经典文 寥，在那 1 P.ff 先证实了 c E •超越数,亦即 e 不足 
仟何冇 坪系数 多项戏的根. 



Charles Hermite 


在处理 tt 之前我们先肴肴 e 和它的: 《：•, 讪明它们是无理数.这 c : = 1 +丨+ 〗 + 〗 + ☆+ ■•• 

还要单得多， il: 我们根据这叫结采发展的 W 史顺序来介绍. = 2 71828182 &- 

作为开头，很袢•出（像 Fourier <£ 1815汁:®样> e = ^ -x. h 
是 x 理数.办实上，若存在整数《与6 > u 使彳 y e = ^则有 〆 

7i\bf = n\a 


对每个〃彡 （) 都成立.但这是不可能的, W 为而/I:等号的右方 
的确足一个幣数， 另一 方而依裾 

/■II 1 \ / 1 1 1 X 

等畦左方可分解为一个整数部分 



和另•部分 


1)(7/ +2) ( n + l)(n + 2 )(n + 3) 


)■ 
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Liouville 的文章 


二部分 大约是 所以当 n 很大时就不会是整数.其实它比$ 
，比|小，这可以通过与一个几何级数作比较看 出来： 


n + 1 n + 1 (n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2 )(n + 3) 

1 1 1 l 

<n + 1 + (n + l ) 2 + (n + l ) 3 + 一 n . 

现在也许有人会想这个简单乘 n ! 的技巧恐怕对证 e 2 是无理数 
也不足.这是个更强的 命题: 力就是一个例子,其本身是无理数，平 
方之后却不是. 

然而，从 John Cosgrave 那里我们学到,利用两个漂亮的思想/观 
察（不妨称为“技巧”）还是可以迈进 两步： 每个技巧都足以证明 e 2 
是无理数,综合在一起还可以解决 e 4 . 第一个技巧是在 j . Liouville 
于18 4 0年发表的一篇仅有一页纸的文章里发现的 一 第二个则包 
含在一个两页的“附录”里,那是 Liouville 发表在接下去的两张纸上 
的. 


为什么 e 2 是无理数？我们可以从 e : 
据 Liouville 我们应该这样写 


中推导出什么？根 


be = ae 


作替换 


1 + 2 + 6 + 24 + 120 


6 = 1 '1 + 2~6 + 24~120 ± *- > 

然后对足够大的偶数71在两边同乘 n !. 接着就看到 n !6 e 儿乎是个 
整数: 

是整数，而剩下的部分 

n K ^ r ^ + ^ r^y + …） 

大约是它比 击大 ，比 〖小， 后一点是我们刚刚计算过的 • 

与此同时 nlae - 1 也几乎是个 整数: 我们也是有一个大的整数部 
分,以及大约是 (- ir +i ^ 的另一部分 

干…). 
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史准确 地说: 对偶数 n , 另一部分比为大，但比 



(n + 1) 2 (n + 1) 3 



< 0 


小.但是这不可能 成立：闵为当 n 是很大的偶数时，这表明 nlae - 1 比 
-- 个整数小那么一点点，而 n !6 e 比一个整数大一点点.闵此 n ! ae - 1 = 
n !6 e 是不可能的. 口 

为证明 e 4 是无理数，我们大胆假设 e 4 = f 是有理数，再写为 


be 2 



现在可以对比较大的 n 在两端同乘 n !, 然后再收集非整数的部分 
和.但是这回不再 有效： 左端剩余项的和大约是6^,而右端则 
是（一 1广 + i a ^ i ， 两者都随着 n 的增大变得很大. 

所以对这种情形我们必须更加仔细，并在策略上加两个调 整：首 
先不再取任 意的比 较大的 n , 而是取2的一个大的幂次 n = 2,其 
次不再同乘 n !， 而是代之以另外需要一个小小的引理，即 Leg ¬ 
endre 定理的一个特殊情形（见第2 对任意的 n > 1，整数 n ! 中 
素因子2的次数 M 多是 n - 1 —当（且仅是2 的幂，即形 
如 n = 2 m 时等式成立. 

引理不难 验证： n ! 的 L & 个因子是偶数， d 」 个 W 子可被4整 
除,以此类推.因此若妒是满足 2 fc < n 的最大的2的幂，则 n ! 中素 
因子2的次数为 


I n n n 7 n n n / ^ \ ^ 

+ [士… H 心 2 + 4 + --* + 2 ^ = H 1 一 开）“ 


且两个等号刚好当 n = 2 fc 时成立. 
M 到心 2 = ae _ 2 . 我们观察 


并代人级数 




⑴ 


当 r < n 时，我们分别取两边的整数项并做和即得到 


当 r > 0 时分母 H 含素因子2 至多 /• - 1重，而 n ! 则 含恰好 n - 1 
重 . （ 故当 r > 0 时这些项都是偶数 .） 

又由于 n 是偶数(取定 n = 2，, （1) 中两个级数的 r 彡 n + 1 部 
分分别是 

26 t + 1 + ( n + l)(n + 2) + (n + l)(n + 2 )(n + 3) + …） 


2a (~^TT + (n + l) 4 (n + 2) - 


\ n + 1 ( n + l)(n + 2) (n + l)(n + 2 )(n + 3) )' 

再次通过与几何级数做比较，这两个级数当 n 足够大时分别近似 
于苷与 - 对很大的 n = 2' 这表明⑴的左端比一个整数大一 
点， 而右端比一个整数 小一点 ——矛盾！ 口 

所以我们得到 e 4 是无理数.欲证 e 3 , e 5 等等也是无理数，则需 
要更多的工具（也就是一点微积分）以及一个新的想法——这本质 
上可追溯到 Charles Hermite , 其关键之处藏在下面这个简单的引理之 
中. 

引理.对某个取定的1，令 


/⑷= 


(卜工 r 

n ! 


⑴函数 /( a :) 是个多项式，且形如 /( a ；) = 其系数 q 都 

# i=n 

是整数. 

( ii ) 当 0< x<l 时，有0 < /( z ) < 击. 

( iii ) 对所有的 A : 彡0 , 微分取值 / ⑷ (0) 和 / ( fc ) ( l ) 都是整数. 

■证 明. 第 ( i )，( ii > 部分是显然的. 

对 （ iii )， 注意到山⑴，除非 n < A : < 2 n ，/ b 次导数/⑷在 : r = 0处 
的取值必为零.而$ k ^2 n t / ⑷ (0)= 笤 a 确为整数•由 
于 /⑷=/(I - 砟对任意的 x , 我们有 / W ( x ) = (- l) fc / (fc) (l - x ). 
所以/⑷ (1 ) = (一 1产 •/ ⑻ (0) 也都是整数. 

定理 1. 对任意的 r e Q \{0}, e r 是无理數. 


■ 证明. 我们只须证明对正整数不可能是有理数（若是 

有理数，则 { cf) 1 = 也将是有理 数). 假设存在整数 a, 6 > 0,使 

估计 n ! > 6(? r 使我们得到一个“足得 〆 = |， 取 n 足够大满足 n ! > a ^ 2 ^ 1 . 我们定义 

够大”的敁式 n . o 

尸⑷：= •—/ ⑷一•产 — V'W + A - 2 /" (: r ) 不…+/ ㈣ ⑷， 
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其中 /(： c ) 是引理中的函数.既然当 k >2 n 时的高阶导数 / ( fc ) (: r ) 都 
是零， F ( x ) 也可写为无限和的形式 

F { x ) = s 2n f ( x ) - s 2n ' 2 r ( x ) T .... 

从而我们看到多项式 F ( x ) 满足恒等式 

F \ x ) = - 5 F ( x ) + 5 2 n +1 /( x ). 

所以,我们有 

^-[ e sx F ( x )\ = se / tx F ( x )-^ e sx F , ( x ) = s 2n +1 e 9X f ( x ) 

以及 

N := b f l s 2n +1 e sx f ( x)dx = b [ e sx F ( x)] l 0 = aF ( l ) - bF (0). 

Jo 

由引理的 F (0) 和 F ( l ) 都是整数，故 TV 是整数.不过，引理的 ( ii ) 
也给 TV 的上下界提供了 估计： 

0 < N = b I ' s 2n +1 e 8X f ( x)dx < bs 2n +1 e a -, = - < 1 . 

Jo n \ n ! 

这样 TV 不可能是 整数: 矛盾. 口 

既然这个技巧如此成功,我们再用一次. 

定理 2. 7 T 2 是无理数. 


■ 证明. 假设对整数 a， 6 > 0 有 7 T 2 = f . 此处我们利用多项式 

nx ) ：= ^(兀加/⑷-一-^⑺ ㈦ +一“/⑷⑷平…)， 

容易验证它满足 F ff ( x ) = - tt 2 F ( x ) + b n n 2n ^ f ( x ). 

从引理的 （ iii > 已经知道 F (0) 和 F ( l ) 都是整数.基本的微分法 
则告诉我们 

^ [^(^sin 7TX - ttF ( x ) cos ttx] = ( F l , ( x ) + 7 T 2 F ( o :)) smnx 

= b n n 2n+2 f(x) sin ttx 
= n 2 a u f(x) sinnx, 

于是得到 

N :=n a n f ( x ) sinnxdx = \- F f ( x ) sin nx - F ( x ) cos nx ] * 

•/o Ltt Jo 

=F(0) + F(1 )， 


TT 不是有理数，但它确实可以用有理 
数进行••好的近似”，其中一些从古时 
起即为人们 所知： 

f = 3.142857142857... 

fff = 3.141592920353... 

= 3.141592653921... 

7 T = 3.141592653589... 


數论 



是个 整数. 此外， TV 是正的， 因为它是一个正函数 (除掉边界）的一 
个定 积分. 然而，若取 n 足够大使得等< 1，则由引理的 ( ii ) 推得 

0 < N = n f a n f ( x ) sin nxdx < ^ — < 1, 

Jo n ! 

矛盾. O 

以下是我们最后一个有关无理数的结果. 

定理 3 . 对每个奇整数 n ^ 3 , 如下定义的數 

•) : = i 8X0008 (^) 

是无理数. 

我们将在 Hilbert 的第三问题（见第8 章） 里面需要这个结果的 
两种情形 n = 3 和 n = 9. 对 n = 2 和 n = 4 我们有 >1(2) = i 
及 A ( 4 ) = I ，所以限制在奇整数上是要紧的.这些数值易从边上的 
图形推导出来，命题4 arccos (^) 是无理数”等价于说通过夫构 
造的等边的多边形永远不会封闭. " 

我们把证明 A ( n ) 仅当 n G {1,2,4} 时是有理数留给读者作为 
练习.那将要区分 n = 2^ 的情形和 n 不是2的幂的情形. 

■证 明. 将三角学中的和角定理 

cosa - f - cos " = 2 cos 爭 cos 早 

用于 a = ( A : + 1)# 和/? = ( A : - 1) a 我们得到 

cos (k + l)<p = 2 cosp cos kip — cos ( A : — \)( p . (2) 

对由 cosv? n = 7^ S 0^(^ n ^7 r 定义的角 ％ = arccos (4-) 和非 
负整数 A :， 这将导出表义 • 



其中每个都是不能被„整除的整数.事实上，取=烏=1， 
这个表示对 A : = 0,1 时成立•对 A : 归纳,利用 （2) 我们得到当 / t 彡1 
时有 

cosCAr+l)^ = 2— 

而说 V ^ fc - 1 v ^ fc+1 . 

于是有 ^ +1 = 2 A k - nA k . } . 若 n 彡 3 是奇数，且 A 不被 n 整除， 
则也不被 n 整除. 
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现在假设 

A( V 1 k 

A \ n ) = -^n = J 

是有理数 ( kj >0 是整数). 那么^ * = fcTT 导致 

土 1 = cos kn = - t . 

从而 v /^ = 土々是整数，又/彡2,故 n | 由小我们得 
到 n 整除矛盾. 口 
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第 7 章 


我们知逍无穷级数 En^, ^发散.事实上，在第1疗我们已看 
到5：#1^也是发散的. 

尽管如此，平方的倒数之和收敛(虽然收敛得很慢，我们将看 到)， 
而且收敛到一个有趣的数. 


欧拉级数. 



这是 1 乃 4 年 Leonhard Euler 做出的一个经典、著名且重要的结 
果. 这个#实的一个重要解释是它导出了 Riemann zeia 函数的第一 
个非平凡值 （(2) (见后 而的附录). 正如我 们在第6煢所看到的，这 
个数值是无 理数. 



不仅这-结果在数学史上具 有显赫 的地位，它的儿个极其优美 
聪明的证明也拥有自己的历史.对它们的发现与再发现的乐趣被很 
多人分享.本章就介绍三个这样的证明. 

■ 证明•第- 个证明 出现在 W56 年 William J. UVeque 的数论教科 
书 ffi， 是•道练习题.不过 他说: “关于这道题 H 的来源我毫无所知, 
似我确信它不是我的原创 
这个证明包含对 m 积分 



1.000000 

1.250000 

1.361111 

1.423611 

1.463611 

1.491388 

1 . 644934 . 






dxdy 


的两个不同的 估计. 第一个，把&展成几何级数，把和式分解为 
乘积,然后奄不费力地求 积分： 
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这个 il •算也说明（在 re = 2/ = 1处有一个极点的正函数)二重积 
分是有限的.注意，从后往前看这个计算也是简单且直截了当的，故 
对 C (2) 的估值把我们引向二重积分八 

第二个计算/的方法来自坐标 变换: 新坐标系由 u :== U ±- v:= 
〒 给出，其定积分的定义域是一个边长为的正方形,可以通 
过旋转旧的定义域45。再以 v /5 的比率缩小.作代换 a : = lx-v 
和2/ = w + V ，有 


1 - xy l-u 2 + v 2 

为转换积分，并弥补变置替换将面积缩小一半的事实，须将 dz 办替 
换为 2 dudv (此即变量替换的 Jacobi 行列式，见下页边框).新的积 
分定义域和积分函数都是关于仏轴对称的，所以我们只须计算在 
上半平面积分的两倍（又一个2出现在这!) • 我们用最自然的方式把 
它分成两 部分： 

1 = 4 / (/r=^r^) du + 4 /( / i-u2 +v ^) du 

0 ° 1/2 0 

t，J / ^2^2 = \ arCtai1 1 + C ， 上式化为 

1/2 

/= 4 /7^肌恤(六)也 

1 

+ 4 / U o arctan ( - 二-乜 du . 

1/2 


这两个积分可以通过代换 u = S iri 0 及 u = COS 0 简化并最终计算 
出来.但我们更直接地来做，容易计算 tf ( u ) := arctai ^^) 的 

导数是= 71=^* := arctan (^7) = 肌 tan ( f ^) 

的导数是/所以我们可以用 f 尸⑷/⑷办= 



= 来得到 

/• i /2 r \ 

/ = 4 / g f ( u ) g ( u ) du + 4 / - 2 h ’( u ) h ( u ) du 

Jo Jl/2 

= 2 [ s(u)2 ]r - 4 M : /2 

= - 2_ 2 - _ 2 + 4/ i ( i ) 2 
= 2( f ) 2 -0-0- f 4(|) 2 = 誓. □ 

以上的证明通过一个定积分来得到 Euler 级数的值，仅仅是利 
用了一个很简单的坐标变换.后来 Beukers ， Calabi 与 Kolk 发现了同 
样类型的一个精巧证明，却用到了一个全然非平凡的坐标转换.那 
个证明的起始点在于将 En ^ i ^ 分拆成偶数项和奇数项.显然偶 
数项的和去+去+ 士 +…=^7是 K ( 2 )' 所以奇数项的 
和夬+ 去 + ▲ + •■• = (2 fc + T )7 ▲ C ⑵的3/4.闪此 Euler 级数 

等价于 




证明. 如前，表成二重积分，即 


1 1 

= S 


s (26+1)2 


故须计算 J . 为此， Beukers , Calabi 和 Kolk 提出了新的坐标 


u := arccos 


1 - x 2 
— x 2 y 2 


v := arccos 


I - y 2 

- 工 2 y 2 


计算重积分可以丢掉边界,仅考虑在区间 0<: c < l 和0<2/<1中 
的： E , y . 这时 U , I ；在三角形 u >0, v >0 ,w + t ;< 7T/2 显然这个坐 
标变换可逆,这用到替换 


X = 


sin u 


COST ； 


V = 


s\nv 


cosu 


从 Ifli 可见以上的公式在单位正方形 S = {(x y y) : 0 彡 a :， 2 /彡 1} 的内 
部和三角形: T = {(u.v) : u + v^n/2} 的内部之间定义了 

一个双射的坐标变换. 


替换公式 

为计算二重积分 

1 = f /(*，!/)血办， 

S 

若 ( u t v ) € 了到 ( x t y)es 的对应 
是双射且连续可微,就可以做变董 
替换 

z = x(ti,v) y = y ( u t v ). 

则 / 等于 

//(咖 v ) ， 2 /( ti ， v )) I 索 ㈣ \du dv 

T 1 

其中 是 Jacobi 行 列式： 


d{x y y) 

d(u t v) 


dx dx 
du dv 
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现在我们要 if 算坐标转换的 Jacobi 行列式，奇妙的是它就是 



这样我们想要计算的积分变成 r 




COS 2 U COS 2 V 




w/2 w/2 —w 

J h 

0 4 ) 


dudv . 


它正是三角形了的面积 ^ f ) 2 =妥. □ 

漂亮，甚至更过之，对所有的1,证明中同样的方法还可推 
广到通过计算21重的定积分来得到 C (2 fc ). 我们请读者看 Beuker , 
Calabi 和 Kolk 的文章，以及第20 章: 在那里我们从其他的途径达到 
同一个目的,用到 Herglolz 的技巧和 Euler 的原始方法. 

在这两个坐标变换的证明之后，我们介绍另一个彻底不同且完 
全初等的对 各=穿 的证明，这诱惑难以抗拒.它最初出现在 
孪生兄弟 Akiva 和 Isaak Yaglom 著的习题集的一系列练习里面，该 
俄文书于 I % 4 年问世.这个美丽证明的其他版本被后人多次重新 
发现和描述，这包括 F . Holme (1970), I . Papadimilriou (1973), 和将之 
归功于 John Scholes 的 Ransford (1982). 


■证明 ■ 第一步是在（平方了的）余切函数值之间建立一个重要关 
系:对 m 彡1，有 


当 m = 1,2,3时我们得到 

cot 2 f + cot 2 亨 = 2 

cot 2 f + cot 2 ^ + cot 2 ^ = 5 


⑶ t 2 fe ) 偏 2 ( 為)十… wot 2 ^)= .⑴ 
为验证这个关系,我们从 


cos nx i sin nx = (cos x -\-i sin x) n 


开始，取虚部，得 


sinnx 


0 sinxcos n_1 x 



( 2 ) 


令 n = 2 m + 1，而对： r 我们将要考虑 m 个不同的值 z = 其 
中 r = 1， 2 ,…， m . 对每个这样的值我们有 nx = r ^， 于是 sin nrr = ◦, 
rfrf 0 < x < f 表明对 sin 2： 我们得到了 m 个互异的正值. 

特别地,可以用 si # z 分别除⑵的两边得到 



G ) ⑽ n 、土 






亦即对 o ： 所取的这 m 个值中的每一个都有 


0 =(: 


cot 2 m x - ( 2m 3 + 0 cot 2m - 2 re 士… • 


因此以下的 m 次多项式 

#=(m 

有 m 个互异的根 


(一1广 


/2 m + 1\ 
\ 2 m + l ) 




从而这个多项式正是 


P (0 =广：}卜一(命 )) ( t - cot 2 {^)). 


与 p («) 的 i — 1 项系数作比较得到诸根的和即 


f2m+l\ 

, n — V 3 ) 一 2m(2m-l) 

卞 ％ — (2m+l) 一 6 » 


比较 系数： 

若 p ⑴ ■ c(t - ai ). (t - 
则 t m - 1 的系数即 
-c{a\ H -+ am). 


这样我们证明了 （1). 

我们还需要关于余割函数 C 8 CX 


的一个同样类型的等式, 


csc2 (命）+ 娜 2 (泰）+ …+ esc 2 (瑞）= 押 ( 2 6 m+2 ) . ⑶ 


x + sin 2 a : 


= cot 2 a : 


x — . 2 = - 厂 5 - = COL- Z 十 1, 

sin^x sm ^ a : 

故只要将 （1) 的两端同时加 m 就得到了 （3). 

现在舞台搭好了，各就其位.在区间0 < 1/ < f 内有 


0 < sin y < j / < tany , 


从而 


0 < coty < I < esc y . 


这表明 


0 < a < b < c 表明 0 < 4 


cot 2 y < < 
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现在看这个双向不等式，代人 a : 的那 m 个互异的值，再把结果加起 
来.左端用⑴，右端用 （3), 得到 

2m(2m-l) < ( 2 m+l ) 2 ^ ( 2 ?+ 1 ) 2 | _ 丨 （ 2 m+l )2 < 2m(2m+2) 


亦即， 


Si -2m 2m-1 < 1 i 1 ,_. 1 〆 n 2 2m 2m+2 

6 2m + l 2 m+l^ m 7 ^ 6 2m+12m+l. 

I — oo 时，左右两端都收敛到 TrVe ： 证毕. 

那么 E 去收敛到 tt 2 /6 有多快呢？为此需要估计差 



利用我们在第2 S 的附录中回顾过的“与定积分比较”技巧，这将很 
容易.推导得“剩余部分和”的上界 



和下界 

Ei> j\ h - = 

n=m + l 71 + l t 

如果想做略为精细一点的估计，还可由/⑷ 




=杏是凸函数，得到 



这说明我们的级数收敛得不 太好； 对前1000项求和,小数点后 
第三位还会有误差，而如果对前一百万项求和 , m = 1000000,那我 
们预期在第六位小数点处有误差,的确是这样.尽管如此，有一个很 
大的 意外： 精确到45位， 


7 T 2 /6 = 1.644934066848226436472415166646025189218949901, 
io fl x 

= 1-644933066848726436305748499979391855885616544. 


所以小数点后第六位错了（小了 1)，但是 接下去的六个数准确无误! 
再接下去的数字是错的（大了 5>，然后又有五个数是对的.这个令人 
惊奇的事实是由 Colorado Springs 的 Roy D . North 在1988年发现的. 


(1982 年,受制于当时不足的计算能力，英格兰 Bucks 郡 Amersham 
的教师 Martin R . Powell 未能注意到事实的全貌 .） 如此奇特，不可能 
完全属于巧合……观察误差项,仍取45位， 

^ 1 

^ 1 = 0.000000999999500000166666666666633333333333357, 

n=10 8 + l U 

揭示了这明显存在某种规律.也许可将最后一个数写成 

+ 10- 6 - |10_ 12 + 義 10- 18 - 忐 10— 30 + 去 10- 42 + ... 

则10- 6 *项的系数（1，— U ， 0 ，- X ， 0 , 忐） 构成了 数序列 

的起始部分，在第20章还会遇到它们.请读者肴 Borwein , Borwein & 
Dilcher 的文章[ 3 ]，那里有更多这样意外的“巧合”，包括证明. 


附录： Riemann zeta 函数 

对实数 s > 1, Riemann zeta 函數 （ ⑷的定义为 

^ := 

n^l 

我们对札的估计（见第 2 章） 表明级数 c ( i ) 发散,而对实数 S > 1 
它确实收敛 . Zeta 闲数在整个复平而有着经典的连续 （在 《 = 1 处 
有一个简单的极点）并可以 由幕级 数构造出来.所得的复函数在素 
数理论中是至关宽要的.让我们介绍二.个不同的 关联： 

(1) 著名的等式 

⑽ = nr^r 

属于 Euler . 它蕴含了每个自然数有唯一 （!） 素数分解的基本 事实; 
由这个事实， Euler 的等式就是下面儿何级数展开的 ft 然推 论了： 

1 ,111 

w + … 

(2) Zeta 函数复零点的位置是 - Riemann 猜想”的主题，是整个数 

学领域中 a 箸名和重要的待解决问题之一.该猜想断自 • zeta 函数的 
所有非平凡零点 seC 满足 Re ( s ) = i . ( Zeta 闲数在所有负的偶数 
点处为零，这些点被称为“平凡零点 ”.） 
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最近 , Jeff Lagarias 出人意料地证明了 Riemann 猜想等价于以下 
的初等 命题 : 对所有的 n 彡 1, 

< H n 4- exp(// n )log(W T1 ) 1 

d I n 

等式成立仅 3 n = 1 ，这里还是第 2 章附录中的调和数 • 

(3) 以下事实久已为人 所知： 若 s 是 > 2 的偶数 ，、则 C00 是 # 
的有理数倍 , 所以是无理数：见第 20 章 . 对比之下，直到 1979 年，才 
由 Roger Ap^ry 证明 C(3) 的无理性 . 尽管人们付出了相当大的努力 , 
关于 C00 在其他奇整数 s = 2t+\^^o 时的类似结果仍旧颇为欠 
缺 . 最近 , Keith Ball 和 Tanguy Rivoai 证明了有无穷多个 C(2t 十 1 ) 是 
无理的 . 然而，我们还不知道对任何一个奇的 .s > 5,( ⑷是无理数 . 
Wadim Zudilin 证明了 （ (5), C(7), C(9) 和 C(ll ) 中至少有一个是无理 
的 . 请矜 Fischler 的精彩综述 |4|. 
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Hilbert 第三问题：多面体的分解 


第8章 


1900年的巴黎 H 际数学家大会上， David Hilhcn 作他的荞名演 
讲中提出了如下问题作为他23个问题中的第3 个： 


找出两个具有相同底面积和高的四面体，它们不能被分割成 
两组对应全等的四面体，通过任何方式各自拼接若干个对应 
全等的四面体后得到的多面体也不能被切割成两组对应全等 
的四面体. 


这个问题可以追溯到 Carl Friedrich Gauss 于1844年所写的两封信(被 
收集仵 1 W0 年出版的 Gauss 仝浓 中). 如采彳 [ 意两个相同休积的 
四血体可以被切割成若卜 个对成 令等的四而体，则它可为 Eudid 的 
定翊 XU. 5 提供一个“初等”证明，定理 XH.5 说两个II冇相 R 底和尚 
的锥体体枳相同.从而，它也提供了 •个多 ifn •休体积的初等泣义 （并 
非基于分析，从不依赖 ]• 连续性讨论).•个相似的命题在平而儿 
何中 M 成 立的： Bolyai-Gcrwien 定理|1， 2.7 V /| 认为平血多边形既 
是可全等分割的（吋被切割成对应全等的 {角形） 也足可全等拼接 
的（可通过拼接对应全等的-角形成为个 等的）、•彳 R 仅 ，它 们的而 
积相等. 




David Hilbert 




/ 


这个 I 相 M 而积的爪方形 

玷珂个等拼技的 
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它们也是可全等分割的. 



正如我们在他的第三问题中所看到的， Hilbert 确实预料到在三 
维的情形没有类似的定理.他是对的.事实上,这个问题被 Hilbert 的 
学生 Max Dehn 在两篇论文中完全解决 了：在 19 ⑻年的第一篇论文中 
他找到了非可全等分割的具有相等底面积和高的四 面体; 在 1902 年 
的第二篇论文中他还阐述了可全等拼接的条件.然而， Dehn 的论文 
不容易读懂,还得花很大力气鉴定他是否落人其他人曾经掉进去过 
的小陷阱中： Bricard (1896 年）和 Meschkowski (1960 年)分别给出过 
非常优雅却不幸是错误的证明，可能还有其他人也如此.幸运的是, 
Dehn 的证明被重新整理并改进了，结合 V. F. Kagan (1903/1930 年)， 
Hugo Hadwiger (1 94 9/1 954 年）和 Vladimir G . Bohjanskii 的努力，我们 
现在冇 了下而 给出的这个天证明（多面体的基本知识参见本章附 


(1) 一点线性代数的知识 

对每个有限实数集合 M = { rm ，… , m fc } CIR , 我们定义 V ( A /) 
为 M 中元素的所有有理系数线性组合所构成的集合, g[J 

k 

V(M) := I ^quin € q} C R. 
i—\ 

ft 先观察到（平凡但是重 要的} V(M) 是有理数域 Q 上的冇限 
维向量 空间. 亊实上， V(M) 在加法和有理数乘法下显然是封闭的, 
K 的数域公理 保证了 V(M) 是一个向量空间. V(M) 的维数就是它 
的最小生成集的元素个数.由定义 A / 生成了 V(M). 可见 M 包含 
r 一个最小生成集,于是 

dimQ ^(A/) ^ k = \M\. 

下面我们会用到 Q - 线性函數 


/ : V(M) Q, 
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这里我们把它理解成 Q- 向董空间的线性映射.它的关键性质是如 
果 = 0» ^ Q. 则必有 ^f =1 Qif ( rrii ) = /(O) = 0. 下面这 

个简单的引理可使情况更进一步. 

引理.对任意的有限子集 M C CR % Q - 向量空间 V ( M ) 是 Q - 
向量空间 K(A//) 的子空间.因此，如果/: V(A/)—Q 是一个 Q- 线 
性函數，那么/可以扩展成 Q- 线性函数 /' : V ( M f ) Q 使得对任 
意 m e M， 有 }\ m ) = /(m). 


■证明 • 任意一个 Q- 线性函数 K(M) — Q 被它在 V ( M ) 的一个 Q- 
基上的值完全决定.既然 V ( M ) 的每个基都可以扩展成 V(M') 的 
基，这便推出引理. 口 


(2) Dehn 不变量 


对于一个三维多面体 A 令 M P 表示所有相邻面之间的夹角（二 
面角）以及 tt 组成的集合.例如对于正方体 C, 我们有 M c = {f,7r}, 
而对于底面是等边三角形的正棱柱体 Q, 我们有 M g = {f, f,7r}. 

给定任何包含 M P 的有限集合 MCR 以及任何满足 /(tt) = 0 
的 Q- 线性函数 

/ : V(M) Q, 


我们定义 P 的（关于/的） Dehn 不变量为实数值 


D f (n ••= x>( e )./ ㈣ )， 

eeP 



其中心）表示•边 e 的 K 度， 《(e) 表示相交于 e 的二个面的夹角. A/q = {§, f， tt } 

后面我们将计算几类不同的 Dehn 不变最.现在我们只需注意 
到对每个 Q- 线性函数/ -•定有/ (晉）= i/(7r) = 0. 从而 


D f (C) = 0, 


也就是说，立方体的关于任意/的 Dehn 不变遺是 0. 


(3) Dehn-Hadwiger 定理 


如上所述，我们称多面体 P 和 Q 为可全等分割的，如果它们可 
以被分割成有限个多面体巧，…， Pn 和 Qi ，…， Qn 使得对所有指 
标 i (1 < i < n), 尸,和仏都是全等的.两个多面体是可全等拼接 
的，如果存在多面体 巧 ，…，和（^，…， Q m ，其中巧的内部彼 



几何 


此不交，也与 P 的内部不交 ， Qi 与 Q 也如此，使得对所有指标《， 
R 和❻都是全等的，并且戶 ：= PUPi uP 2 u …和 (5 := 
Q U Q , U Q 2 u • ■ • U Q m 是可全等分割的 . 1844年 Gerling 得到的一 
个定理表明这里的全等与是否允许反射无关. 

M 然，可全等分割的多面体是可全等拼接的，但反之是还不明 M 
的.接下来的 Hadwiger 定理 ( Boltjanskii 的版本）为我们找到 Hilbert 第 
三问题 中的等体积，仴不可令等分割， 从而也 不可全等拼接的四面 
体提供了工具. 

定理. 设尸和 Q 是两个多面体， o ： i ， . • • ， a p 和 01， …，氏分别表示 
它们的二面角，为一个由实数组成的有限集合且满足 

{qi, • • • , a p , ft ，…， 0 q ^} Q M. 

如果 / : V ( M)-^Q 是一个满足 /( tt ) = 0 的 Q - 线性函数，并且 

Df ( P ) _ D f ( Q )， 

那么 P 和4?不是可全等拼接的. 

■证明. 证明由两部分组成. 

(1) 如果多面体 P 可以被切割成有限多个多面体 P ,, 

并且如果 M ，…，仄的所有二面角被包含在集合 M 内，则对任意 
的 Q - 线性函数/ : V ( M ) — Q ， Dehn 不变适可加起来： 

D f ( P ) = ZM 尸 1) + ... + 0/(仏）. 

为广证明这个等式，我们首先给多面体的一条边 e 的任意一部 
分 〆 结合一个 质量： 


m f (e f ) := £(e f ) /(♦))， 

即 〆 的长度乘以它的二面角的 /- 值. 

现在如果 P 被切割成尸 1 ， … ， Pn ， 考虑这些分块巧的所冇边组 
成的集合.如果边'是 P 的某条边的一部分,我们可以看到，所有 
包含边 〆 的多而体在 e ' 的二面角的和就是尸在以的二面角的和, 
从 rftf e ' 在它们中的质 fi 的和即为 e ' 在 P 中的质里. 

对于任何其他的包含在 P 的某个面或内部上的巧的边 e " 的 
二面角的和为 tt 或 2 tt ， 所以二而角的 /- 值的和分别为 /( tt ) = 0 
或 /(2 tt ) = 0. 从而加在尸的这些边上的质 M 的和为 0. 



Hilbert 


面体的分解 


(2) 假设 P 和 Q 是可全等拼接的，我们可以把集合 Af 扩充为 

更大的集合 A /', 保留所有原来分块中出现的二面角.因为我们只考 
虑有限分割， A /' 是有限的.那么上面的引理允许我们拓展/到尸： 
V { M ') - Q , 结合 （1) 得到 

Df { P ) + Df .( Pi ) + • •. + Df ( Pm ) 

= Dj >( Q ) 4- Df ( Q \) + •■• + Df ( Q m )y 

其中 Pi 和 Qi 全等推出 D r ( Pi ) = D r ( Qi ). 从而我们得到 Df ( P ) = 
公■，矛盾！ 口 

例 1. 几表示一个边长为 f 的正四面体，我们由简图计算它的二面 
角.底面三角形的中点 M 将高分成长度比为1:2的两条线段, 
再由 \ AE \ = \ DE \ % 我们得到 cosa = 从而 

a = arccos ^ . 

令 M := 我们注意到 

tt 1 1 

一 = 一 arccos 老 

是无理数(在第6章定理3中取 n = 9). 从而 Q - 向量空间 K ( Af ) 是 
以 A / 为基的一个二维向量空间，并且存在 Q - 线性函数/ : V ( M )-* 
Q 满足 

/( a ) ••= 1， /(7T) : =0. 

对于这个/我们有 

D f ( T 0 ) = 6^/( a ) = 6^/0, 

所以体 积相同的正四面体和立方体不能全等分割或全等拼接，因为 
立方体的 Dehn 不变量对任何/均为 0. 

例 2. 乃是一个由三条长为 W 的互相垂直的边4及， AC 7, AZ ) 生成的 
四面体.这个四面体有三个直角二面角，还有三个大小为 v ? 的二面 
角，我们由图计算得到 

\ AE \ \\Flu 1 

cos ^ = 國 == 万 

所以 

1 

V ? = arccos — j ^. 





几何 


对于 {f arccos 士， tt }，Q- 向量空间 V ( M ) 是二维的.事 
实上, tt 和 f 是有理线性相关的,所以 

V ( M ) = V({ arccos -~,7r}). 

另一方面， arccos 士和 tt 不是有理线性相关的（第6章定理3中 
取 n = 3,我们得到 +arccos 為是无理 数). 从而我们可以构造一 
个 Q •线性函数/满足 

/( tt ):=0 和 /(arccos 士）:= 1， 

从定义得到 /(f) = 0并且 W 此 

D f ( T i ) = 3w /(f) ^^(^^/(arccos^-) = 3\/2u ^ 0. 

这证明了 7\和体积相同的立方体 C 不能全等分割，也不能全等拼 
接，因为 D f ( C ) = 0对所有的/成立. 

例 3■令 T 2 是有二•条互相垂直的边和 CD 的四面体 . 

BC, CD 边长都为 u . 

我们不必计算这个四面体的二面角（它们是 7T/2, 7T /3 和 7 T/4), 
而是通过利用边与面的中点以及中心 指出: 一个边长为 w 的立方体 
可以分解成6个这类的四面体（三个全等，另 H 个为镜像). 

所有这些全等的立方体与镜像有相同的 Dehn 不变量.因此对 
每个符合定义的/都可得到 

D f( T 2) = ~^Dj(C) = 0 . 

所以这个四面体的所有 Dehn 不变 t 都消失了！这就解决了 Hilbert 
的第二•问题， W 为之前我们构造了另一个等底等萵的四而体7\满 
足巧⑹# 0.由 Dehn-Hadwiger 定理, 7\和 r 2 不能全等分割，也 
不能全等拼接. 


附录：多胞体和多面体 

—个! ^中的凸 多胞体 是一个有限集5= {〜，••• ，〜} 的凸包， 
即 

P = conv(5) := : A^0 t ^A i = l}. 

*=i «=i 

事实上多胞体是我们熟悉的物体，主要的例子冇凸 多边形 （二 维的 
凸多 胞体） 和凸 多面体（三 维的凸多胞体). 


第 8 章 Hilbert 第三 问题： 多面体的分解 
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有几类多 而体可以比较自然地推广到高维的情形.例如，如果 
集合 S 是仿射独立的，基数是 d + 1,那么 S 的凸包是一个 d 维的 
单纯形（心单纯形 ). d = 2 的情况得到一个三角形, d = 3 时得到一 
个四面体. 类 似地,正方形和立方体是 小 立方体的特殊情形,例如单 
位 d - 立方体 C’d = [0, lj d g R d . 

一般的多胞休由冇限个凸多胞体拼接而成.在这本书里非凸多 
面体将在第12章中有关 Cauchy 刚性定理的地方出现,非凸多胞体 
将在第11章中有关 Pick 定理的地方出现，并在第3〗章讨论关于美 
术馆的定理时再次出现. 

乃多胞体可以等价地定义为有限线性不等式组的带边界解集. 
从1«任何 h 多胞体 P Q {{^都可以表示成形式 

P ={ x € IR ^:>1 x ^6}, 

其中4 向 S 6 € R ' 也就是说，厂是 m 个线性不等 

^ ajx < bi 的解集，其中 af 是乂的第 i 行.反之，每个这样的 
不等式组的带边界解 集足一 个凸多胞体，从而可以表示成有限点集 
的凸包. 

对于多边形和多而体,我们熟悉它们的 顶点、 边和面的概念 .高 
维凸多胞体的面可定义 如下： P 的一个面是 P 的一个子集 PD r € 
妒： a T x = 6}, 其中 a T x < b 是对所有: r e P 都满足的线性不等式 

之~ 

多胞体的每个面本身也都是多胞体.凸多胞体的顶点集 K (所 
冇0维面组成的集合） 足使得 conv(K) = P 成立的在包含意义下的 
® 小集介.假设 P Q 妒足一个 d 维 A 多胞休，则 P 的面 （(d - 1) 维 
面）是满足下面条件的最小超平面 集合： 这些超平面决定的包含 P 
的半空间的交就是八特别地，我们将要用到以下 事实： 设 F 是/， 
的一个面，用 表示厂 决定的超平而，//；：和//；；是以为边 
界的两个闭的半空间 . 则中一个 f. 空间包次 (叼 时另—个不包 
含 P). - 

凸多胞体 P 的图 G ( p ) rt〗 顶点集 K 和边（一维的而）集组 
成.如果是〔维的，那么这个图是平而 m, 并 a 有著名的“欧拉公 
式”(见第11章). 

对于两个多胞体尸，， g 如果存在保 1C 的仿射映射将 p 映 
射到0，则称 i \ p ' 是全 等的. 这样的映射也许会改变 空问的 定向， 
如 p 在某个超平面的反射把 p 映到它的 镜像. 如果存在一个双射 
使得 p 的而对应到广的而保持维数和包含关系不变，那么称它们 



一些熟悉的凸多胞 体:四 面体，立方体, 
Permulahedron 
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几何 



组合等价的多胞体 


为 组合等 价的.组合等价的概念远弱于全等的概念：如图显示的一 
个单位立方体和一个“斜”立方体是组合等价的（从而我们可以把 
它们都称为立方体)，但它们显然不是全等的. 

一个多胞体（或更广泛地，对的任意一个子集）称作 是中心 
对称的,如果存在一个点 ： To e R "， 使得 

x 0 + xe P <=> xo-xe P . 


这时我们称: r 0 是 P 的中心. 
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平面上的直线构图与图的分解 


在冇关盧线构阁的问题中最荠名的也许足 Sylvester ^ 1893年在 
一 个数学问题专栏中提出的如下问 题： 汕明不存在不在同一条宵线 
上的冇 限点集使得仟意一条经过其中两点的以线都经过第二.个点. 

QUESTIONS FOB SOLUTION. 

11851. (Professor Sylvestkh .) 一 Provo that it is not possible to 
arrange any finito number of rc?nl points so that a right lino through 
every two of them shall pass through h third , unless they idl lie in the 
»amo right line . 

Sylvestei •本人 4 时有没冇给出这个命题的证明我们无从知晓，但 40 
年后 TihorGallai IGriinwaldl 给出了一个] f •确的 iiH 明. 从而， 卜 iflj 的 
定 ffl 以 Sylvester 和 Gallai 共同命名. Gallai 之后乂有儿个 M : 他的证 
明出现， ifU •属 丁- L M . Kelly 的如下证明也许是 K •中最好的一个. 

定理 L 由平面上不共线的 n 个点所确定的直线中存在一条恰好经 
过其中的两个点. 

■ 证明 •令 P 为给^的点集，考虑集合£为所有经过 P 屮至少两 
个点的 良线. 在所有 满足厂 不在6上的 （ P , f ) 对中，选择一对（几， 4) 
使得砀到4的距离 M 短.令 Q 为直线心上距离 P 0 最近的点（也 
就是说，在几到4的垂线 上). 

断言 .4 是满足定理的直线！ 

如果不是，那么4至少含有 P 中的 H 个点，其中的两点,设它们 
为 M 和落在 Q 的同侧.我们假设落在 Q 和 A 之间.不 
排除尸1勺 Q $合的可能性.如示意图所承， R 到巾几和巧决 
定的6的距离比几到4的距离小，这咭我们对 〖。和 代的选择 
■质！ □ 

在这个证明中我们用到了实 f •而上的度 M 公理(最短距离）和 
顺序公理仍仵 g 和 p 2 之问).我们足•否 冗要 这些普通点线关联 
公评以外的性质呢？少实上，一些额外的条件足志毋的，如边框所 A 
的 Fano 平曲 : P = { l ， 2 ,. . ， 7 }，£包含7条通过•:点的直线 ，其中 
包含 “ ft 线” {^1.5,()}. 任何两点决定唯一的-条 ft 线.从而关联公 ffl 
满足. 然而,没冇恰 ft / 通过两个点的线. 从⑹ •根据 Sylvesier - Galhii ：^ 
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3 



P P3 P 4 … P n+ l 


理， Fano 平面不能被镶嵌到一个实平面上,使得这七个共线的三点 
组都落在实直线上：一定会有一条是“弯”的. 

然而， Coxeter 证明了在 Sylvester-GaUai 定理的证明中，顺序公理 
就足够了.闵此，由 Euler 公式我们可以推导出一种不需要任何度垃 
性质的证明方法（参见第11 章). 

Paul Erd6s 和 Nicolaas G. de Brujin 利用 Sylvester-Gallai 定理得到 
f 另一个关于实平面上点和线的著名结论.但正如 Erd6s 和 de Brujin 
所注意到的，这个结论适用于更一般的任意点线 系统. 过后我们将 
讨论更一般的结果. 

定理2 •令 P 为平面上不共线的 n > 3个点构成的集合，则由穿过 
至少两个点的直线组成的集合£中至少有 n 条直线. 

_证明. n = 3 的情况很 显然. 现在我们对 n 做归纳.令 |P| = n + l 
由上一个定理知存在一条直线 e 0 e C 恰好经过 V 中的两个点，设 
这两个点是尸和 Q . 考虑集合= P\{Q} 和由 p 决定的直线集 
合如果的点不共线，那么由归纳假设|广| > n， 加上乙中 
的4,从而|£| ^n + l . 如果相反,中的点共线,那么我们用“铅 
笔”就可_出正好 n + 1条直线. □ 


现在，正如所承诺的，我们把命题推广，这将应用到一般得多 
的"关联 几何” • 

定理3 •假设久为一个有 n ^3 个元素的集合， /!,,.• , A rn 是 X 的 
真子集使得 X 的每对元素刚好出现在一个次中.那么 m 彡 n . 


■ 证明. 这个简洁 Ifli 充满灵感的证明由 Motzkin 和 Conway 给出. 
对任意 z € X , 令〜 足包; V z 的次的个数（由假设，2 ^ r x < ml 
现在如果 z 这4:，那么〜> I (因为|4|个包含与4中的某个 
元素的集合必 须足不 同的集合).假设 m < n 那么 m| ，于 


是 m(« - \ A t \) > n(m - r x ) 对每个 x ^ Ai 都成立.所以我们得到 


xEX x^X A,:xgA 


n(m - r x ) 


> 


E E 

xzxffAi 


m(n - Ai ) 


= / — = 1, 

这不可能. 


下而是另一个非常简短的证明，用到了线性代数.令是（久; 
山，. •• ， A m ) 的关联矩阵， 也就是说, B 的行以 A： 中元素为指标，列 
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以★，..•， > l m 为指标,并且 

f 1如果 xe A 
BxA = j 0如果 x ^ A . 

考虑乘积 BI 3 T . 对 x / x , 我们有= 1，闪为 o : 和^恰好 
同时出现在一个次中，因此 


〈 r Xl -\ 

0 

… 0 、 


(11 

…1 、 

0 

^x 2 -l 

• 

9 

... 0 

+ 

1 1 

… 1 

畢 

♦ 

• 

0 

0 

… r x n -l ) 


(11 

•••1 


闪为第一个矩阵是正定的（它只有正的特征值)，第二个矩阵是半正 
定的（它的特征值是 n 和 0), 所以 BB T 是正定的.特别地，它是可 
逆的，故 rank ( BB 7 ) = n . 从而 n x m - 矩阵的秩彡 n ， 这便可推 
出 n < m ， W 为秩不会超过列数. 

让我们史进一步,转向阁论.（在本章附录我们将看到一些有关 
图论的基本知识).稍微思考一下我们便可发现下面的命题和定理3 
是等 价的： 

如果我们将一个完全图分解成 m 个不同于的团，使 

得每条边恰好属于一个团，那么 T 71 ^ 71 . 

事实上，将 X 对应到的顶点集，木对应到团的顶点集，便得到 
上述命题. 

我们的下一个任务是将完全图 /(：„ 分解成一些完全二部图使得 
每条边都恰好属于一个完全二部阁.有一个简单的方法来做到它， 
i 己顶点为{1,2, -. , n }. 首先将顶点1与其他所有顶点相连得到一 
个完全二部图我们称之为一个星图.然后将2与3 ，... ，n 
相连得到星图重复这样做,我们将分解成星 W 
K ltn . 2r - 这样的分解用到了 n - 1 个完全二部图.还可以做 
得更好，用更少的二部图来完成这个任务吗？答案是否定的.下面 
是 Ron Graham 和 Henry O . Poliak 得到的结论： 

定理 4•如果被分解成完全二部图//丨，…. ，// m ，那么 m ^ n - 1. 

有趣的是，与 Erd 6 s-de Bruijin 定理不同，这个定理并没有已知的 
组合证明！所有的证明方法都用到了线性代数.在所有大同小异的 
想法中让我们 ft 矜 Tverberg 的这个,它也许是最清楚的. 



I 

介 


« 

\ * 

\ . 

将尺 5 分解成4个完全二部？图 
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■证 明. 令完全图4的顶点为 {1,...， n }， 令 L ,，/^ 是对应于完 
全二部图的顶点集.对每个顶点 i 我们引人一个变 
量: Ti •既然的，…， // m 组成了心，我们有 

•<> fc=l \aeL k beRk / 

现在假定这个命题是错的，即 m < n - 1. 那么线性方程组 


xi + --- + x n 


aS 


= 0 , 

= 0 


(fc = 1，…， m) 


的方程个数比变量个数少，从而存在非平凡解 Cl ，…，〜.由 （1) 我 
们得到 

= 0 . 

*<i 

但这又推出 

0 = (ci + • • • + Cn) 2 = ^ -h 2 c^cj = y^c? > o, 

i=l «<J «=1 

矛盾！证明完成. 口 



一个有 7 个顶点和 11 条边的图 G . 它 
有一个 0 环，一条二甫边和一条三笊 
边 . 


附录： 基本的图论概念 

图是最基本的数学结构之一.它有许多不同的表达方法.抽象 
地，图可以表示为 G = (% E ), 其中 V 是頂点的集合,£；是边的集合， 
每条边 e e E “连接” 了两个顶点 v , weV . 我们只考虑有限图，也 
就是 K 和 E 都是有限的. 

通常，我们只考虑简单图：也就是说我们不允许图中存在自环 
(两个端点重合的边)，也不存在 多重边 （有同一对端点的多条边) .图 
的两个顶点称为是邻接或相邻的，如果它们是一条边的两个端点. 
一个顶点和一条边被称为是关联的，如果该顶点是这条边的一个 
端点 • 


两个图 G = (K E ) 和 G ' = ( V ， 五 '） 称为是同构的,如果存在保 
持边和顶点关系不变的双射 K — V ' 和五 —P (—个悬而未决的 
问题是如何有效地判断两个图是不是同构 的). 
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我们称= (V\E f ) 为 G = (V,E) 的一个 子图， 如果以 K ， 
E' C E, 并且每条边 e' e £；'在 G' 中与在 G 中有相同的端点.进一 
步,我们称为 G 的一 个诱导子图， 如 果所有 G 中连接 G' 的顶点 
的边也是 C 中的边. 

下面是一些敢要的（简单） 阁： 





有 n 个顶点和条边的完全图 


有 m + n 个顶点和 mn 条边的完全二 
部图 


具冇 n 个顶点的路 P „ 


具有 n 个顶点的圈 


许多关于图的概念是直 观的: 例如，图 G 称作是连通的，如果 (7 
中任意两个不同的顶点间有路或称路径相连，或者等价地说， G 不 
能被分解成两个非空的顶点集不交的子图. 

我们再引人一些术语作为阁论基本概念论述的 结束： G 的一个 
团表示 G 的一个完全子阁 . G 的一个独立集表示一个 G 的没冇边的 
诱导子图，也就是说, G 中一个相互之间没有连边的顶点子集.一个 
阁称为是 森林， 如果该图中没有圈. 一棵树 表沁一个连通的森林 .S 
后，图 G = ( V , E ) 称为是二部图，如果它和一个完全二部图的子图 
同构，也就是说,它的顶点集可以写成两个独立集的并 K ^ u V 2 . 


的一个子阁 
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斜率问题 


第10章 


在往下荇之前、请你 fl 己尝试在平 Ifii 上 imi 出一定个数的点，使 
得这些点连出的斜率“较少”.当然,我们假定在3时这些点+ 
共线.回顾第9章 Erd 況和 de Bruijn 关丁 • “平面1：直线”的 定理： n 
个点至少确定 n 条不同的直线. 4彳然，这些直线很多吋能是平行的， 
从而决定 rini —个斜率. 


八 K K $给 

71 = 3 n = 4 n = 5 n = 6 n = 7、..- 

3 个斜率 4 个斜率 4个斜率 6个斜率 G 个斜 宇… 

或 

1 1 

Y ^ ^ 

n = 3 n = 4 n = 5 n = () n = 7 . • _ n 较小时 的儿个 M 况 

3 个斜宇 _ 4 个斜率 4个斜韦 6个斜率 6个斜率•… 


在尝试广 JL 个较小的 n 后，也许你会诂出 Scott 在1970年得到 
的定现 


定理.平面上3个不共线的点至少可确定 n -1 个不同的 
斜率,其中等号仅当 n 为大于等于5的奇数时可能成立. 



hlfliPi 出的例子是两个无穷序列的前几个构形，它们表明定理 
所给出的足最倍的 情况: n > 5 U 为夺数时,存在平而上的 n 个点恰 


66 


几何 


好决定 f n 1个不同的斜率， IW 对于其他的 n (n 彡 3) 存在平面上 
的7/个点恰好决定 r n 个不问的斜率. 





由 Jamison-Hill 给出的三个溧兑的孓 
散例子 


然 lW. 我们 h 而所_的构形远+楚唯一的.例如, jamison 和 Hm 
描述了 4族平面I钆梅-族冇尤穷多个,且其中的 n 个点 （n 是奇 
数>恰好决定了 n - 1个不同的斜率(“极端斜率构形 (slope-critical 
configurations)"). 另外，他们列举广102个不 W 丁某 个无穷族的••岑 
散”的例子，这岬例 f •大多山大规模的计算机搜索得到. 

传统的经验 W 诉我们如果极限悄况的构形 S 多种多忭的无规 
mi 那么这个极值问题获份准确解答将非常闲难.确实.又于极端 
斜率构形的结构有许多研究 （1AL [2|),似是却没冇这种构形的分类. 
然 ifn_, 1:而的定珅有一个简笮的证明方法，这个方法包含 r 两个要 
素: 将问题简化为一个由 Eli Goodman 和 Ricky Pollack 给出的有效 
的组介模叫，以及一个 Peier Ungar 在1982年绐出的冇关这个组合 
模型的2苒的论 ilL 



2 



1 2 3 4 5 6 

这 1 H , 也 1*1: 方向 导出的排列& = 

123456. 


■ 证明 . （1> 酋先我 们注总到只要证明 卜 _Ku 这个命题就够广 
2 m (m ^ 2) 个点的“偶”集介在平而上至少决定了 n 个的斜率 . 
W 为 n = 3是平凡的，对于仟何 n = 2 m+l ^5个点(不共线)的集 
介,我们可以找到 n -\^- 2 m 个不共线的点的子集，已经决定了至 
少 n - 1个不同的斜率 . 

所以，以 F 我们考虑平而 t 某个山 n = 2 m 个点组成的构形.它 
们决定了2个不 M 的斜宇. 

( 2 ) 这个组合模型町以由一系列 1 ，" ， n 的排列得到. fT 先我们 
从一个不厲于构形 的斜率 的方向出发，我们将各个点按这个方向的 
投影排列的顺序标 i 己为1，… ， n .所以,仰=123… n 代表在起始方 
向各点的顺序. 

然后将初始方向按逆时针方向旋转，同时观察投影及其排列的 
变化.排列发牛变化4且仅3旋转经过该构形的一个斜率方向时. 

似排列的变化并不是随机和任意的: 1方向经过了 180°的旋 
转后，我们得到了一排列的序列: 

7 TU —开 1 — ♦ 兀2 丌卜1 — » 7 T > 

这一排列的序列有如下特殊 性质： 

• 序列 从心二 123… n 开始，以 a = n ...321 结束 • 

• 排列的个数 nK 是构形中不同斜率的个数. 

• 在这些排列中,每对 i < j 恰好被交换一次次序.这说明，从 7 T 0 = 




章斜率问题 


123... n 到& = n ...321 的过程中，只冇递增的 f •串被翻转了. 

• 每次排列的改变包穴了 -个或多个+交的递增子串的翻转（对 
应于改变发生处斜率相同的•条或多条直 线） 


tto = 654321 



叫初始方向按逆时针不断旋转时,我们矜到排列的周期性的序 
列（将序列矜做足•双向 X 限的) ： 


■ • ■ ― ► 7T_ 1 ― * 7T(| — »... — ► 7T/ — ► 7T/ 1 ― ♦••• ―» 7T2 / — * . •. ， 

其中对仟意 /A + f 是 7T, 的翻转，从而对任意 i € = TTi- 

我们将证明每个满足 h 述条件的卬列 （K 中/ >幻的 K 度都满 
ii t . ^ n . 


(3) 证明的关键足将每•个排列分剡成 KJ 、; m 5的 •边” 
和“右半边”，并 il •算跨过边界的数字个数. 

我们称 A — ; r , + l 是一个交换变化，如果这个变化包穴一个跨 
“边界”的子串的翻转.我们称这个“交换变化”的秩是4如果它 
把 w 个数字换过边界.此时 被翻的 的 r - 中恰有"个数卞在边，至 
少6/个数字作另一边.从 Ifii 例 f - 



7 T 2 = 213:564 ―^ 2()5:314 = tt ; , 


-个“交换变化 



是一个秩为 2 的“交换变化”（它把1,3,5,6交换过由 “:” 表示的边 
界)， 

652:341 — ， 654^321 
是一个秩为1的“交换变化”，而例子 

625:314 —^ 652:341 


不是“交换变化”. 

在序列 7 T 0 - 7 T !- —— >7 T t 的变化过程中，每个数字1， 2 , • • •，n 
都至少换了一次边.这表明，如果 c 个“交换变化”的秩为山 ，办 ，…， 
dc , 那么我们有 

f ^2 di = #{ 越过边界的数字} > n . 



这也就是说我们有至少2个•‘交换变化”，因为如果“交换变化”只 
有1个，那么2木 = n ,这说明所有的点共线，矛几何上，一个“交 
换变化”对应了这样一个斜率的方向,这个方向的两边各有少于 m 
个点. 、 

(4) 一个移动变化是翻转一个紧邻边界的子串的变化，但不越过 
边界.例如， 

7 T 4 = 625:314 — » 652:341 = tt 5 

是一个“移动变化”.几何上，一个“移动变化”对应了这样一条直线 
斜率的方向,这个方向的一边恰有 m 个点，从而另一边最多有 m - 2 
个点 • 

既不是“交换变化”又不是“移动变化”的变化称为普通变化 • 
下面便是一个“普通变化”的例子： 


7 T ! = 213:546 —^ 213:564 = tt 2 . 



这样每个变化是交换的、移动的、普通的二•者之一.我们用 T ， C ，0 
代表这三种类型:“交换变化”，“移动变化”和“普通变化”.记秩为 d 
的“交换变化”为 C ( d ). 针对我们的小小例子有 






或者更简单地将这个序列记作卩0, C (2),0, T , C ( l ). 
(5) 为完成证明，我们需要如下两个 亊实： 


第 H ) 章斜率问题 
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在任意两个“交换变化 ••之 间，至少有一个 “ 移动变化”. 

在任意一个秩为 d 的“交换 变化” 和其后的一个‘•移动变 
化”之间，至少有 d - 1个“普通变化”. 

事实上,在一次秩为 d 的“交换变化”后,边界包含在一个长为 2 rf 的 
对称递减的子串之中,边界两边各有 d 个数字.下一个“交换 变化” 
必须伴随一个长至少为2的跨边界的递增子串.但是只有“移动变 
化”能改变边界是否在一个递增的子串中，从而第一个事实得证.对 
于第二个事实，注意到每一个•‘普通变化” （翻转 某递增 子串） 只能把 
递减的子串在边界的每一侧缩短一个数字.同时，只要递减子 
串有至少个 4 数字,“移动变化”就是不可 能的. 这证明了第二个事 
实. 

如果我们构造这个排列序列时使用相同的初始投影但用顺时 
针时不是逆时针旋转,那么我们将得到一个翻转的排列序列.从而 
这个序列必然满足第二个事实的相反的 情况： 

在一个••移动变化”到下一个秩为 d 的“交换变化”之间有 
至少 rf - 1个•‘普通变化”. 

(的在 （2) 中得到的无穷长的 T-O C - 模式排列序列是长为 f 的 

序列 7 T ( , — ► - ► 7 T , 的一再電复.从而结合 （5) 中的事实，我们看 

到在变化的无穷长的序列中秩为 (/的 “交换变化”必然嵌人到 T O - 
C - 模式的下列序列中 

T ， 0,0,:"，0 ， C ( r /)，0,0，". ，0， （*) 

^ d-\ ^ rf-1 

这个序列的长度至少为1 + (d - 1) + 1 + (rf - 1) = 2 rf . 

考虑无限序列的一个长度为 f 的有限片断,我们可以假设它由 
—个“移动变化” 开始. 这个片段包含 （*> 中类型的了•串，也许再加 
上其他的： T . 这表明其长度 i 满足 

C . 

t ^ ^2 d t ^ n , 

i=l 

这便完成了证明. n 
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Euler 公式的三个应用 第11章 


如采一 个阁呵 以被胸在平而 R 2 (或荇等价地，二维球向 f ) 上 
ifii 没冇夂叉边，那么称这个阁足平面的.如 朵这拃 的一种 imi 法已经 
给出并且 W 定了,那么称 这个阁 为平面阁.任意这种_法都把平面 
成荇球而分割成打阪个连通 Lx : 域,包括外面 U 边界）的 K 域,我们 
把这些 K 域叫做面. Euler 公式对平血阁 的侦点 数、边数、间 数之问 
建立广一个优美的关系. Euler 在1750年给他的朋友 Goldbach 的信 
中第一次提到了这个公式,们1时他 汴没冇 给出完幣的证明.在 Eu - 
lcr 公式的多种证明中,我们给出 von Staudt ft 1847年《 Gcumetrie der 
Lagc > —书中做出的证明.这足一个优美的、对偶”的社不滞要 
! U 纳法的证明 . 

’沿 

1 

Euler 公式.如果是一个有 n 个顶点， e 条边和/个面的连 
I 通平面图，那么 

n - e-hf = 2. 



■ 证明. 令 r C E 足 C •的.个生成树的边集，牛成树指扱小的 
连接 G 的每个顶点的刊礼 iljM 小性假设吋以推出,生成树不含阁. 

我们现在流毋引入对 f3im 的 概念： 为了构造 C7 的 对偶图 (7 •.我 
们在 G 的鉍个而的内部_ •个顶点， x、t 应 (7 的面的公共边界对6” 
中的这些点连线.如果两个面有儿条共 M 边界，就作这两个面中的 
点 N 连接儿条不同的边.(从 Ifli 即使原阁 C； 是简单阉, （/• 也有 nf 能 
冇多®边 .> 

考虑对应 G 中边集 E \ T 的对 偶阁中 的边集 r* S £：•. 1大1 为 T 

圈，中的边连接 广所 有的而;似 P 也不含圈，否则它将把 （/ 
的阐中的点4阐外的点分离(这是不可能的 .W 为7’ 是生成 r •阁， Jf- 
li T 和 P 的边不交）.从 |〖ij 7’* 足的一个牛成树. 

对于每个树 ，m 点个数比边数大 1. 为 n 沾这点，我们选抒•个 
顶点作为根，并把所冇边指定为从 报尚开的力卩 ，】：通过将每条边对 



(7 和( V 中的对偶卞成树 
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几何 



每个顶点的度数已在图中标出，对应 
于各 个度数的顶点个数为= 3, 
n.i = 0, ri 4 = 1, nr, = 2. 



每个面的边数被写仵 K 域内，有相间 
边数的而的个数为乃= 1. / 2 = 3, 
/« = 1,/«, = !,以及 对其他 指标/,= 


应它指向的顶点，构成 r 一个除了根之外的所有顶点到边的双射. 
把它分别应用到树: T 和 T * 上，我们得到 n = e T + 1和/ = e T - + 1. 
将两个等式相加我们得到 n-f / = ( e T + l ) + ( e r . + 1) = e + 2 •口 

这样， Euler 公式给出了一个几 何拓扑 中很强 的数值 结论:无论 
一有限图 是可以 被_在一个平面 上还是 一个球面上，其 点数、 线数 
和面数总满足 n-e + / = 2. 

许多熟知的和经典的结论可以由 Euler 公式 推出. 其中有正规 
凸多面体 ( Plato 立体）的分类，欠 5 和 K 3 , 3 不是可平面化的（参见下 
面所 证）， 还有著名的五色定理（每个平面地图可以被不超过5种 
颜色着色,使得相邻国家的颜色不同）.但对于五色定理，我们有不 
用 Euler 公式的更好的证明,见第30 $. 

这一章收集了以 Euler 公式为核心的三个定理的漂亮证明•前 
两个对 Sylvester - Gallai 定理和对两色点构形定理的证明将 Euler 公 
式巧妙地与另外的基本图中参数之间的数量关系结合.比我们先来 
看看这些参数. 

以一个顶点为端点的边的个数称为这个顶点的度数（其中每个 
A 环算 两次).令〜 表示图 G 中度数是 i 的顶点个数.根据顶点的 
度数来计数顶点个数，我们有 

n = no + ni + ri 2 + n3 H - ⑴ 

另一方而，每条边有两个端点，它对所有度数的和贡献2,从而我 
们冇 

2e = rii 4- 2ri2 + 3ri3 + 4n«j + … (2) 

你可以把这个等式理解为用两种方法同时计算边的端点数,也就是 
所冇的边一顶点关联关系.顶点的平 均度数 3为 



n 


下而我们通过而的边数来计数一个平面图的面数:一个 fc •面指 
一个朽 / b 条边的而（如果•条边的两而都是这个面的边界,那么这 
条边要被 H •算两次!) . 令九是 A > 面的个数.计算面的个数我们有 

I = A + /2 + /3 + /4 + … (3) 

通过作为面的边界来计算边数，我们有 


0 . 


2e = /i + 2/2 + 3/3 十 4 / 4 十 


• • • 


⑷ 



第丨 1 章 Euler 公式的三个应用 
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像从前一样，我们可以把这些理解为用两种方法同时计算所有的 
边一面关联关系.注意到面的平均边数为 



下面我们通过它们,再结合 Euler 公式，很快便可推出完全图 
和完全二部图片 3 , 3 不是平面图.对的一个假想的平而画法，我们 
有 n = 5, e = (^) = 10,从而 / = e + 2 -n = 7并且7 = y = y < 3. 
但如果面的平均边数小于3,那么这个嵌人中必然有一个面只有至 
多2条边界,这是不可能的. 

相似地,对于尺3,3我们有 n = 6, e = 9,并且 / = e + 2 — n = 5, 
从而7 =，=譬 < 4,而尺3, 3 是简单图并且是二部的,它的每个圈 
长至少为4 ,从而不可能. 

关于力 的等式⑶，⑷看上去和关于 ni 的等式 （1 U2 ) 相似，这 
并不是偶然的.它们可以通过我们前面解释的对偶图构造 G — G * 
互相转化. 

由双计数恒等式，我们得到 Euler 公式的如下亟耍的“局部” 
推论. 



K , 在乎而上有一个交叉处的画法 



命题.令 G 是顶点数 n > 2的简单平面图，那么 


( A ) G 有一个度数最多是5的顶点. 

( B ) G 最多有 3 n - 6条边. 

( C ) 如果 G 的边被两种颜色着色，那么它有一个顶点围绕该点的边 
沿着圓环的次序最多经历了两次顏色的变化. 


■证 明. 对于这3条中的每一条，我们都可以假设 G 是连通的. 

( A ) 每一面至少有3条边（由于 G 是简单 的), 闪此由⑶和 (4) 
得 

/ = ,3 + + /5 + …， 

2 e = 3/3 - t - 4/4 + 5 /s + …， 

W 此 2 e - 3/ 彡 0. 

现在如果每个顶点的度数至少为6,那么由（1>和 （2) 我们得到 


n = + n 7 + 7 i 8 H ——, 

2 e = 6 nc -f 7 ny + 8 n » + ... ， 


W 此 2 e - 6 n 彡 0, 
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结合这两个不等式,我们得到 


几何 



6( e-n - /) = (2 e -6 n ) + 2(2 e -3/) 彡0， 

因此 e>n + /， 与 Euler 公式矛盾. 

( B ) 在 （ A ) 的第一步,我们已得到 2 e - 3/ > 0,因此由 Euler 公 

式得 

3 n — 6 = 3 e — 3/ ^ e . 



箭头指出了颜色变化的角. 


( C ) 令 c 为颜色发生变化的角的数目.假设命题不成立，由于在 
每一个顶点处变化次数均为偶数，我们得到 c > 4 ri 个颜色变化的 
角.现在每个冇说或 2 A : +1条边的面有最多 2 A : 个这样的角，因此 
我们可以得出 


4 n ^ c ^ 2/ 3 + 4/ 4 + 4/ 5 + 6/ 6 + G/ 7 + 8/ 8 + … 

彡 2,3 + 4,4 + 6/5 + 8/e + IO/7 + … 

= 2(3,3 + 4 /j + 5/ r » + 6/ 6 + 7 /V + • • _ ) 

- 4(/3 + /4 + ,5 + ,6 + ,7 + …） 

= 4 e - 4/， 

其中我们再次应用到了 03) 和（ 4 ).从 [ ft •可以得到 e > n + /，又 
与 Euler 公式矛盾. n 



1 . 再探 Sylvester-Gallai 定理 


Norman Steenrod 首先发现性质 （ A ) 可以给出 Sylvester - Gallai 定 
理（见第9章)一个非常简革的证明. 

Sylvester - Gallai 定理. 给定任意 n ^ 3 个平面上的不共线的 
点，一定存在一条直线经过其中恰好两个点. 

■ 证明•（由 Euler 公式推出 Sylvester - Gallai 的证明） 

如果我们如阁所示把 R 2 平而镶嵌到 R 3 中单位球面妒上，那 
么 1 R 2 中的每个点对应了球面5 2 上的一对对径点， R 2 中的每条直 
线对应了 #中的一个大圆.从 Sylvester - Gallai 定理等价于如下 
命题： 

给定任何 n ^3 对球面妒上的不共圆的对径点，总存在一 
个大圆恰好经过两对对径点. 


对偶地，我们把每对对径点用对应的球面上的大圆代替.也就是说， 
我们不考虑土 t ； e S 2 而是用由 C v := { xes 2 : ( x y v ) = 0 } 给定的 
正交岡去代转它.（如果 V 是球面上的北极点,则这个 c v 是赤道 .） 
那么 Sylvester - Gallai 问题要求我们去证明： 

在球面沪上给定71^3个不共点大圓，那么一定存在一个 
点恰好在两个大圓上. 

但是沪上的这些大圆的安排给出了一个简单平面图，顶点是其中 
两个大圆的交点,它们又把大圆分开为边.根据构造，所有顶点的度 
数都是偶数，并且至少是 4. 从而结合性质 （ A ) 得出了 4度顶点的存 
在性.得证！ 口 


2 . 单色线 


接下来的 Sylvester - Gallai 定理关于“着色”的变异形式的证明 
是由 Don Chakerian 给出的. 

定理.平面上任意给定有限个‘‘黑色’’ 的和“白色” 的非共线点，总是 
存在一条“ 单色”线： 即经过至少两个同色的点，而不经过另一颜色 
的点的线. 

■ 证明. 正如对于 Sylvester - Gallai 问题,我们将问题转换成在单位 
球面的情形并且对偶化.所以我们只需 证明： 

给定单位球面上任意有限个“黑色”的和“ 白色" 的不共点 
的大圆，总是存在一个交点，它或者只落在白色的大圆上.或 
者只落在黑色的大圆上. 

Iflf 这个命题可以山性质 ( C ) 推出， W 为在每个顶点不同颜色大圆的 
交点处，我们总是有至少4个颜色变化的角. D 



3. Pick 定理 


于1的9年发现的 Pick 定理是一个优美而令人惊异的结论，但 
同时也是 Euler 定理的一个“经典”的推论.下面我们称一个凸多边 
形 P g R 2 是基本的，如果它的顶点坐标都是整数（也就是说，它可 
以镶嵌到 Z 2 格中)，但是它不含有其他格点. 

引理. 每个基本的三角形 △ = conv { p () , p 1 , p 2 } C R 2 的面积是 
■证明 •以 Po ， Pi ， P 2 ,Pl + P 2 - Po 为顶点的平行四边形和 Z 2 格对 
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几何 


格的基 

一个 Z 2 格的基是一对线性无关的向量 ei ， e 2 满足 

Z 2 = {Aiei + ^ 2 C 2 ： *^i > ^2 ^ Z}. 

令 e ! = ® , e 2 = G )， 那么由 d ,幻张成的平行四边形的 
面积是 A ( e u e 2 ) = | det ( ei , e 2 )| = |det (*^)|. 如果 /i = Q 
和 / 2 = ( D 是另一组基，那么存在一个可逆的 Z 矩阵 Q 使 
得 （2) = 既然 QQ' l = ( M ), 并且行列式的值是整 

数,这可推出 | dctQ | = 1,从而 | det (/ 1 ,/ 2 )| = | det ( ei , e2 )| .又 
因为 M ( l o ) A ° i )) = h 所以所有基张成的平行四边形有相同的 
面积 1. 


于下而的映射都是对 称的: 



71, nt = 11. Hfcrf = 8, 所以 A = \A 



a : x 、 ~► Pi + P-2 - x , 

这个映射是对到 p 2 连线的中点的反射.从而平行四边形 p = 
△ Ur ( A ) 也是基本的,并且它的整点平移铺满了整个平面.从而彳 Pl - 
Po ， P 2 - Po } 是 Z 2 格的一个基，它的行列式的值是土 1， P 的面积足1， 
从而 △ 的面积是 I . (关于这些名词的解释请参见上面的方框 □ 

定理. 顶点的坐标都是整数的（不一定凸）多边形 Q g R 2 的面 
枳是 

^( Q ) = n inl + - n bd - 1, 

其中和 n 6 d 分别是 g 内部和边界上的整点个教. 

■ 证明. 每一个这样的多边形可以由 Q 内部的 n int 个格点和边界 
上的个格点分成小三角形，如边栏图.（这并不是很显然，特别足 
如果 Q 不要求是凸的,但第31章中会给出证明 

现在我们把这个三角剖分看成是一个平面图，它把平面分割成 
一个无界的而和/ - 1个而积是 i 的三角形，从而 

MQ ) = |(/- 1). 

每一个三角形有3条边，而条内部边的每一条是两个三角形的 








边界，条边界中的每一条出现在一个三角形中.从而 3(/ - 1) = 
2 ei n t -f cm 并且/ = 2 (e — /) — e^d + 3. 另外，边界上的边数和®点 
数是一样的,= n M .这两个事实结合 Euler 公式得出 

/ = 2 (e - /) 一 …+ 3 

= 2 (n — 2) — ribd + 3 = 2 rii n e 4- nw — 1, 

从而 

A (Q) = - 1 ) = n irit + \n bd - 1 . □ 
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Cauchy 的刚性定理 第12章 


关于 ： .维多向'体的 Cauchy 刚性定现是•个依赖于 Euler 公式(特 
别足前一，中命题的 （ C ) 部分）的茗名结采. 

接 K 来涉及的多胞体和多血休的全等和组介艿价都已经在第8 
饫 Hilbert 第：:问题的附录中作过介绍. 


I 定理. 如果两个三维凸多面体 P 和 P ' 是组合等价的，并且各 
个对应面是全等的.那么对应的相邻面的夹角也是相等的 f 也 
就是说尸和 广是全 等的人 

如旁 边的阁 中所小•的两个（维多而体,它们足组介等价的，并 
H . 各个对应而足令等的. W 这两个多而休并不仝等， 汴 II 其中只冇 
—个足 凸的. 从多血体这个假设对 Cauchy 定评:足必 ft } 的. 

Augustin Cauchy 

■证 明. 下而的 if 明基本上足 Cauchy 给出的原证明.假设给定两 
个有全等 面的凸 多面体 P 和尸'.我们着色/>的边如 K : 如果边对应 
的二 而角在 广中比 P 中的人就把这条边#成黑色（或称 “ TK 的”)， 

如采 P ' 的比的小，就肴成白色或称“负的”. 

r 的黑边和 n 边在尸 的表而 形成-•个二色的平 ifura , 通过一源 
点作 P 的内部的径向投射，我们把这个 TifimiiK 嵌到中.位球 ifii 上 
上.如果尸和 P ' 有对应的不等的二而角，那么这个阁不 是空图 .由 
上一草性质 < c > 我们知道有一个顶点 P 与至少一条黑边或 A 边相 
邻,使得绕这个顶点的边颜色最多变化两次（沿辟 I 环的次 序). 

现 rt 我们以点为中心以 f 为半径作一个小球&，与尸相交, 

我们以/，的对应点 〆 为中心也作一个同样 t •社的球$， r j 广相交. 
ill r - r fli r f 的各个面全等， 并旦我 们选择 r + ll 同的半柃在乂 
K h 我们得到凸球面多边形 q 和使得相应的弧也有相同的 
长度. 

现在我们对 Q 的比它在（/屮对应的角小的 角标记 +,比它 
在 Q ' 中对疢的角大的角标记-.也就是说,、，1把 q 移动到 y '， 标 
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£ +的角是“打开的”，标 i 己-的角是“关闭的”,时所有的边长和没 
有标记的角是相等的. 

从对 P 的选择我们知道以 p 为顶点的角总要出现记号+或 
者并且沿圆环的次序最多冇两次 +/- 变换.如果只有+或者-, 
那么下面的引理会推出 P 和 P 冇一条对应边的长度不同，矛质！如 
果+和-都有,那么有一条两条边中点的“分界线”把所有+和- 
分离（因为只有两次符号变化).再用下面的引理,我们可以推出矛 
盾. 口 


Cauchy 的手臂引理. 

如果 Q 和 Q ， 都是凸 f 乎面或球面； n 边形，如图所示来标记, 



使得对于]彡 i 彡 n - 1有对应边的长度 QiQ i+i = QWi + i 成立，并且 
对于 2< i < n - l 有对应角的大小 a * ^ a ；. 那么那个••剩下的••边 
的长度满足 

等号成立当且仅当对所有 2 ^ i < n - 1, Qi = q ； 都成立. 

有趣的是， Cauchy 原来对于引理的证明是错 误的： 一个保持边 
长不变和打开的角连续的运动有可能会2：•失凸性一见图！另一 
方面，从 1. j . Schoenberg 给 S . K . Zaremba 的信中得到的引理和它的 
证明对平面和球面的多面体都是成立的. 

■ 证明.我们对 n 用归纳法 .n = 3的情况很 简单： 如果在一个三 
角形中增加两条长度固定为 a 6的边的夹角 7 ,那么对边的长度 c 
也会增加.这可由如下公式 推出: 平面情形的余弦定理 

c 2 = a 2 4- b 2 — 2 ab cos 7 

和球面三角形的相似结果 

cosc = cos a cos 6 + sin a sin 6 cos 7 , 

这里长度 a ， 6, C 都是在单位球的表面上景得的，从而它们的值在 [0, tt ] 
之间. 


第 12 章 Cauchy 的刚性定理 
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现在令 n > 4. 如果对某个 i G {2 ,…， n - 1} 我们有叫=吣那 
么对应点可以 被从％ 到 屯 +1 ，以及从到 W +1 的对角线被分 
割成两个角，由于有5^7^77= Q ^ QlTv 由归纳假设完成了证明.所 
以我们可以假定对于2 < i < n - 1 ,都有⑺< <. 

下面我们从 Q 出发作新的图 Q •: 我们把 Q 中的 a n ^ 用使 Q * 
保持凸性且满足 aU q ；_, 的最大可能的角来代替.这时, 
我们用扣代替 保持 Q 的其他％和边长、角度不变. 

如果我们确定能选择且保持 Q * 的凸性，则有 


H < QlQn < qWn ， 

其中的第一步用到了 n = 3的情形，第二步用到上面的归纳假设. 
否则经过一个非平凡的移动后可得到 


Mn > Q\Qn ， ⑴ 




我们被卡在了 和 W 共线的情形,此时 

㈣I + 0^ = Q^Q：r (2) 


现在我们比较 Q •和由对 n 的归纳（忽略顶点 gi 和可 
以发现 

WT ， ^ 蘇. (3) 

W 此我们有 

> qW n -QW2 > Q 2 Qn - 0l02 = Q\Qn QlQn ^ 

其中 （*) 只是三角不等式,而其他关系已经推出. 口 

我们已经见过一个例子表明 Cauchy 刚性定理对 于非凸 多面体 
不成立. 3然这个例子的特 点是： 有一个从一个多面体到另一个多 
面体的不连续的“突变”，保持了多面体所有的对应面全等而二面角 
•式突然变动.所以我们可进一步 地问： 


对于某个非凸多面体是否有一个连续变换保持各个面的平面 
性和全等性？ 


人们推测没有可-角剖分的面,无论是不是凸的，允许这样一种 
变换.所以 ， Robert Connelly 在1977年 - Cauchy 的工作出现160 




多年以后，举出的以下反例是十分让人吃 惊的: 被镶嵌在 R 3 中的闭 
合的可三角剖分的球面（没有自相交),通过一个连续的保持边长不 
变并保持三角形的面全等的变化是可以弯曲的. 


Klaus Steffen 构造的一个漂亮 的可巧 
曲曲面的例子：在这个“裁 W ” 纸模型 
中虚线代表了非凸的边.折*这张三 
角剖分的纸，把实线折成“山峰”,把虚 
线折成“峡谷边的长度分別为 5,10, 
11, 12 和 17 个单位. 



Cauchy 刚性定理蕴藏了更加令人吃惊的 结论: 直到最近才由 Con ¬ 
nelly , Sabitov 和 Walz 证明了当任意一个这样的可弯曲曲面运动时， 
它围出的多边体的体枳不变.他们的证明本身也是漂亮的，用到了 
代数 T . 具(超出了本书的范围). 
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相切单纯形 


第13章 


多少个 d 维单纯形可以被放在 Rd 中，使得它们两两相切，也 
就是見它们两两之间的交是 ( d -1) 维的？ 


这是一个古老而乂自然的问题.我们把这个问题的答 案记作 
m , 显然我们有 /( i ) = 2 . 对于^ = 2,如边图的四个三角形组 
成的阁形表明/( 2 ) > 4. 由五个三角形组成的两两相切的图形是不 
存在的，否则它的对偶图便是一个/ c 5 的平而嵌人，1+1前面的 ® 节我 
们知道这是不可能的.图中那个冇 4 个三角形的例子就得到了 
的一个平面 W 法.从而 

/(2) = 4. 



/(2) ^ 4 


=•维的情况下,很显然有/( 3 ) > 8. 如边阉的8个 〒角 形便说 
明了这一点.阴影部分的四个-角形连接着“画出的平面”下方的 
某一个点： r ， 这提供了在此平面下方且与此平而相切的四个四面体, 
同样地，四个白色的=角形连接该平面上方的一个点仏这样我们 
就得到了 R 3 中的八个两两相切的四面体,从而,/(3)彡 8. 

I% 5 年， Baston 在一本著作中证明了 /⑶彡9, Zaks 于1991年在 
另一本书中证明了 

/(3) = 8 . 

既然有了 /( I ) = 2，/(2) = 4以及/(3) = 8,自然地便有了如下推测， 
这个推测最早由 Bagemihl 在1956年给出. 

猜想 .在中，最多有 

m = 2 ^ 

个 d 维单纯形两两相切. 

通过合理的构造，我们不难得到下界 /( d ) >妒.这些构造用到 
广仿射坐标变换，并且由 Joseph Zaks [4] 利用对维数的归纳推出了 
以下更强的结论. 

定理 1. 对于每个 d > 2 ,在中有 一族妒 个两两相切的 | 单纯形， 
并且存在一条直残经过每个单纯形的内部 



/⑶ > 8 



••相切单纯形 
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(― 1 ， U T A 工 2 


0 


(一 1 .一 1广（0, 一 1厂’ 


工 1 


A X2 




X 】 


k 

A \ 


■ 证明.对 T d = 2 的情况，我们考虑过的那个含4个三角形的 
族确实存在这样一条釔线经过每个•:角形的内部.现在考虑任何两 
两相切并 ft 有一条貞线〖经过的 rf 维单纯形.仟何《足够接近 
的直线彳'也经过了每个中纯形.如果我们选择 P 与£平行并且足 
够接近，那么在每个中•纯形内部都有这两条平行线之 N 的与之乖直 
的(最短)连接线段.貞线€和只冇冇限制的部分在每个中纯形内 
部，从 fW 我们可以在此构形外曲添加两条连接线段，使得由这两条 
外部的连接线张成的矩形（即它们的凸包)包含了所有其他的连接 
线段.这样,我们得到了一个“梯子”，使得每个单纯形都冇此梯子的 
一个梯阶在它的内部，而梯子的 4 个端点在所有单纯形的外部. 

现在主要步骤便是通过一个 Rd 到 Rd 的 （仿射） 坐标变换把山 
梯子围成的矩形变换到如下所给出的矩形 （半 正方形)： 

Rl = {(工 1 ，工 2 , 0 ,…，(】,： -1 < A 彡0; -1 彡 x 2 < 1}. 

从而我们得到 R " 中由这些笮纯形组成的构形（记为 E 1 ), 〜轴穿 
过它的每个中•纯形的内部，并 R . 每个单纯形包含了此直线上的线段 

= {(a,x 2 .0, ••- ,0) 7 ' : -1 < x 2 ^ 1} 

在其内部（对某个满足 -1 < o < 0的 Q ), 而原点0在所冇单纯形的 
外部. 

现在我们通过把第一个构形作关于山; T , = : r 2 给定的超平曲•的 
反射捋到第二个构形 S 2 •: r 2 -轴经过了 I ： 2 的每个单纯形的内部，并 
且每个笮纯形包含线段 

S 2 ( 0 ) = {(以，0，" .，0, : 一1“]彡 1} 

在其内部， K 中 -1 < 0 < 0. 但是每条线段6’ 1 ⑷与每条线段 S ' 2 ( P ) 
相交，从而 S 1 的每个单纯形内部与 S 2 的每个单纯形内部相交.如 
果我们增加一个新的坐标并且令2：为 

{convJP, U{-e,i , , }) : P, e E 1 } U {conv(P 7 U {e,,^!}) : P 3 e E 2 }, 

那么我们得到 R 心 1 中的-•个两两相切 （ c / 1)- 单纯形的构形 • 
进一步，反对角线 

^ = {( x ,- x ,0,--• ,0 ) T : X € IR } C R d 
与每个 S 1 ㈧ 和 SHP ) 巾线段 相交. 我们把它“倾斜”一点,得到一 


条直线 


相切单纯形 


L e = {( x ,- x ,0, ••- .0,£ x) r :x € R } C R d+1 , 

对于所有足够小的 e > 0,这条直线与 5： 的每个节纯形相交.这样便 
完成了我们的归纳. 口 

与这个指数下界截然相反，紧的上界却很难得到.一个简单的 
归纳推导只能得到（分别考虑一个相切的构形中的所有超 平面） 

这离定理1给出的下界要差很多.然而， MichaPeries 发现了一个“神 
奇”的证明方法将这个上限大大降低. 

定理 2. 对所有 d > 1我们有 f ( d ) < 2 d+l . 

■ 证明•在中给定 r 个两两相切的 i 单纯形 R ，/> 2 , • • • ，首 
先列举出由八的面张成的不同超平面 H '， H 2 ，… ，/ /.,， 对每个超平 
面仟意选择一个正面 <，称它的另一面为反面 // f . 

例如，对于二维的 r = 4个三角形,如边图所示我们得到 s = 6 
个超平面 （， d = 2时它们是边). 

山这些数据,我们构造一个 A 矩阵： 它是一个 （r x s )- 矩阵，每 
个元素如下取自 {+1,-1,0}: 

[ +1, 如果 R 有一个面在 // j 中， 并且巧 5///， 

'= < -1> 如果巧有一个面在 i /, 中, 并且-， 

I 0 ,如 果巧没 有面在//,中. 

例如,边图的二维构形得到矩阵 

1 0 1 0 1 0 \ 

一1 一 1 1 0 0 0 

-110100' 

0 -1 -1 0 0 1 ) 

这样的仏矩 阵有三 个值得注意的性质.首先， 因为每个 d - 单纯形 
有 rf +1个面,我们发现 S 的每一行冇恰好 d + 1个非零的元素，从 
而有 s - (d +1) 个零元素.第二,由于每两个单纯形是相切的，从而 
对任意两行一定有一列其元索在其中的一行是 +1， 在另一行是 _ L 
也就是说， 即使我们不考虑零元 素这些行也是互不相同的.第三 ， B 
的每一行通过 
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“代表” 了一个单纯形现在我们从 B 得到一个新矩阵 C , 其中 B 
的每一行被替换成把这一行的零元素变成+1或 -1 的所有可能的 
行.既然 S 的每一行有 8 - d -\ 个零元素，并且 B 有 r 行，矩阵 C 
有行. 


在我们的例子中，矩阵 C 是一个 （32 x 6) -矩阵，前几行是 









C 的前八行由 B 的第一行得到，接下来的八行由 B 的第二行得到， 
等等. 





c - 矩阵的第一行代表 r 阴影中的4 
角形，第二行对应了一个半平而的空 
的交集.点 x 对应了一个不出现在 C - 
矩阵中的向员（1，一 1，1，1，一 i ， i ). 


现在的关键是 c 的任意两行都是不 同的： 如果这两行是从 i ? 
的同一行生成的，那么原来的零元素被不同的元素 代替； 如果这两 
行是从 B 的不同行生成的，那么在 Z ? 的非零元素处它们便是不同 
的.但是 C 7 的行是长为 . S 的（士 1)- 向 ft ， 而只有2,个不同的这样的 
向董. rt 】 于 C 的行互不相同从而 (7 最多有2,行，也就是说， 

2»~<i-\ T ^ 2 h 

然而，不可能所有的 (±1)- 向量都出现在 C 中，这可导出严格不等 
式< 2\ 进而 r < 2心 1 .为了说明这点，我们注意到 (7 的每 
一行代表了半空间的相交一正如同5的行通过公式 （*) 一样.这 
个交集是单纯形巧的对应于 B 相应行的子集.我们选一点 x 6 R j 
不在任意超平面仏上,也不在任意单纯形尸 i 中.从这个点 a 我们 
得到一个 (±1) -向量记录了对每个 是冇 x e 々 还是 a : e ///. 这 
个 (±1)- 向量就不出现在 C 中（因为根据 （*) 它代表的半空间的交 
集包含 A 从而不被任一单纯形巧包含 □ 




章相切单纯形 
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每一个足够大的点集都会生成钝角 


第14章 


1950年左右 ， Paul Erd6 }^ 出了如下猜测：上的每个大于2〃 
个点的集合一定会产生至少一个钝角，也就是说,一个严格大于 f 
的角.换句活说,仟何在上不产生钝角的点集最多包含 2 rf 个点. 
这个问题被荷兰数学会列为“冇奖征答”问题，但是只得到了 d = 2 
和 d = 3时的答案. 

对于 rf = 2这个问题很 简单： 如果五个点形成了一个凸五边形， 
那么总是冇钝角（事实上，至少有一个内角会大于等于 108。). 否则， 
我们总冇•个点被包含在一个5个点组成的三角形里面.但这个点 
能通过以 W 为顶点的和为 360。 的三个角“石•见”这个二.角形的三条 
边，从 IW —定有其中一个角大于等于 120。. （这第二种情况也包含了 
三点共线的情况，从而有角度 180。). 

与这个猜想不相关的另一个问题由 Victor Klee 在几年之后提出， 
并且由 Erd6s 扩展.这个问题即在中多大的点集还能保持下面 
的“对径” 性质： 对点集中的 任意两 个点，都存在一条带子 （由 两个 
平行的超平面作边界）包含了点集，并且这两个选定的点分别在两 
个超平 面上. 

在 I % 2 年 ， Ludwig Danzer 和 Branko Griinbaum 同时解决了这两 
个 问题: 这两个问题的上限和下限都是 2 d . 从而 2 d 同时是这两个问 
题的答案. 



接下来，我们考虑（有限）点集 S G 它的凸包是 convp )， 以 
及凸多胞体 QCR ^ (参见第8章冇关多胞体基本定义的附录).假 
设这些点集是维的，也就是说，它们不被仟何一个超乎面包含.称 
两个卩 彳 集 接触， 如果它们至少有一个共同的边界点，而它们的内部 
没有交集.对任何集合 QCR ^ 和任何向欺 s e R rf ， 我们 i 己 Q + s 为 
平移体 { x ^ s : xeQ }, 类似地 ， Q - 3为平移休 { x - s : xeQ }. 

不用担心，这一章是到 d 维几何的一次漫步，下面的论证并不 
需要“高维几何想象”.闵为它们都可以通过二.维空间甚至二维平面 
来图示（因此可以理 解). 所以，我们的几何图将演示二维的情况 （此 
时的“超平而”就是一条直线>，你可以类似地画出 ci = 3的阁（此时 



的“超平面”是一个平面). 

定理 1. 对每个 d , 我们有下面一串不 等式: 


2 d ( < 


^ max J #5 对任意的0 5 有 〜 

^ I 

[2) ( SC R " 使得对任意两个点 { 8l , 8j } C 5有 一条、 

^ max I #5 带子 S ( iJ ) 包含&并且 &和七 分别在这条带 
{ 子的两側 ^ 

1) IIlflv | 5 g R d 使得凸包尸：= conv (5) 的平移体 P - 补1 
l # Isi ^ S 交于同一个点.但仅仅是接触 , 

^阳狀^^夕^…使得对于某个^维凸多胞体^^妒的〕 

I 丨平移体 G + & 两两接触 J 

= max {#5| 5 - 使得对 于某个 d 维中心对称凸多胞1 
I I 体 C ?* 的平移体 (?• + 〜两两接触 J 



■证明. 我们有六个断言（等式及不 等式) 需要证明. 

( 1 ) 令 S := {0, l } rf 是 W 中标准单位立方体的顶点集，选择〜 

e S . 由对称性我们不妨假设七= o 是零向量.从而角度可以 
如下 计算： 

cos<(s i ^ ji a k ) = ^i ^\ 1 


、 •， J ， ”一 |咖|， 

这显然是非负的.从而 S 有 | S | = 2 d 并且没有钝角. 

(2) 如果 S 没有钝角，那么对于任意 Si ， 8j 6 S 我们可以定 

义 +〜和&十幻为平行的分別经过&和~的超平面，并 
且这两个超平面与边 [3 liSj ] 垂直.这里 


Hij = {x eR d : ( x y Si - Sj ) = 0} 


是经过原点的垂直于边 [ s ^ sj ] 的超平面,并且 十 ~ = {x + s r . 
x ^ 是经过 ~ 的心的平移体. 从而〜 +〜和/心+ 力 之间 
的带子包含有〜和心以及使得 <( Si ，~, a :) 和 <(8 j , s t , x ) 都不是 
钝角的所有点 : C e 1^. 从而这条带子包含 s 的全部. 

⑶尸被 Hij - i - sj 的包含 A 的半空间包含当且仅当/~被心 
的包含〜_ ~的半空间 包含： 如果我们以同样的尺度值（即一 
同时平移对象和半空间，则不会改变“对象包含在半空间中”的性 


第 14 章每一个足够大的点集都会生成钝角 


91 


质.相似地, P 被〜 的包含士的半空间包含当且仅当 P _ s ' 
被〜 的包含的半空间包含. 

将这些性质放在一起，我们发现多胞体 P 包含在以 / /o +〜 
和仏+ ~为边界的带子中当且仅$尸-&和 P - ~在&超平 
面的不同半空间中. 

这一对应由旁边的图所示. 

进一步, Si e P = conv (5) 我们有原点0被包含在所有平移 
休尸 -A (七 G 6’） 中.从而我们可以看到这些集合 P - 〜交在0,但 
它们只是 接触： 由于它们在对应超平面的不同侧，它们的内部 
互不相交. 

(4) 这个我们很容易 得到: “平移体两两接触”要弱于“它们交在 
同一个点，并且它们只是接触”相似地,我们可以减弱条件，设 P 为 
任意一个 R d 中的凸的多胞体.更进一步，我们也许可以用 - S 代 
替 i 

(5) 这里 足平 凡的，但这一点并不是我们感兴趣的方向.我 
们必须从构形 S g R rf 和任意一个心多胞体 QCK ^ 入手使得平移 
体 Q + A (& e S ) 两两 接触. 我们断言这时可以用 

Q * := {|(x - y ) eR d : € Q } 

代替 g . 这不难验证：首先, CT 是 d 维的，凸的，中心对称的 . Q •— 
定是一个多胞体（它的顶点为 1), 其中 q ' A & Q 的顶 点〉, 
但这对我们并不重要. 

现在我们要证明 g + &和 g +心相接触当且仅当 （?• +〜 
和~接触.为此我们跟随 Minkowski 注意到， 




(Q^s t )n(Q^a j )^0 

^Q^Q^Q^Qj ^ Q ' -Qi) + = ^(Qj ~ Qj) + Sj 

^ Q • + Q") + = 5 (^ + Qi) + 


<=> 3qf i? qj e Q : Qi-\- s t = qj -{- Sj 
(Q + Si) n (Q + 8j) ^ 0 , 

其中在第三个 （ m 耍的） “<=>” 时我们用到每个 q e Q 可以被写 
= ^(9 + q) 来得到“#”，并且 Q 是凸的，从而得到 + 
q，】)， ^ + q 1 ：) e Q. 这样也就得到 “4”. 

从而 Q 到 V 的道路(被称为 Minkowski 对称)保留了两个平移 
体 Q +七和 Q + ~相交的性质.也就是说，我们证明了对于任意凸 
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集 Q, 两个平移体 Q +〜和 Q + 士相交当且仅当 Q* +〜和~ 
相交. 


下面的性质表明 Minkowski 对称还保持了两个平移接触的 
性质： 

Q + s, 和 Q + ~ 接触当且仅当它们相交，然而对任意 e>0, 

Q +〜和 Q + ~ + £(~ - 〜）不交. 

⑹假设 Q* + &和~接触.对每个交点 


x 6 ( Q * + »«) n ( Q * + 5 j ), 


我们有 

x - Si e Q m 和 x — 8 j € Q*, 
所以，因 为亇是 中心对称的， 


8i-X= -(x - Si) € Q m y 

进而，由于 (?• 是凸的， 

k( 8 i - S i) = h(( x ~ 8 i) + ( 5 i - x )) e Q m - 

对任意 i， 我们得到 (?• + ~ 包含 |(A + ~). 这样，对于 conv(5) 
我们有 


Pj ：= \{P + Sj) = conv {i(aj + Sj) : € 5} G Q •十 



从而 G + 勺）只能相接触. 

fi 后，因为所有点 ~ 和 |( s, + ~) 都在 /> 中，集合巧被包 
含在 P 中 （P 是凸的).但是 A 是将 P 按比例缩小且又包含在尸中 
的一些平移体.所以当缩小比例为$时 

vol ( P j ) = ^ i vol ( p )， 


缩小比例为 I ,这时 vol ( P ,) = ^ 丙为我们在处理 d 维的点集.这也意味着最多有 2 d 个集合 G 能恰 

好装人 P 中，从而 | S | 彡 2 rf . 

这样便完成这串不等式的证明. 口 


……故事还没有结束. Danzer 和 Grlinbaiim 提出了下列 问题: 
如果要求所有的角是锐角，而不只是非钝角，也就是不允许 
直角，会怎么样？ 






第 14 章每一个足够大的点集都会生成钝角 


93 


他们构造了 Rd 中的 2 d - 1个只生出锐角的点，想证明这样是最好 
的情况. Griinbaum 证明这对于确实成立.但是仅仅 21年之后， 
在1983年 ， Paul Erd 6 s 和 Zoltan Furedi 证明了如果维数较高则这个 
猜想是错的！很有戏剧性.他们的证明是显示概率论方法威力的极 
好例证,参见第35章中对于“概率方法”的介绍.我们的证明利用 
了读者 David Bcvan 给出的比原来更好的参数设置. 

定理 2. 对每个 d > 2,存在 R d 中 2 [^(^) ，1 \ 个点的点集 S Q 
{0，1}穴单位1立方体的顶点）使得这些点只决定 锐角. 特别地，当 
维数 rf = 34时有一个72〉 2.34-1 个点的点集只决定锐角. 

■证明 • 令 m := L # (為，任意挑选 3 爪个向量 

,x(3m) € {0,1 } d 


使得它们的坐标为0或者1并且是独立和随机的，两种的概率各 
(你可以将-个银币投掷 3md 次； 然而,如果 d 很大,你很快就 
会厌烦 .） 

山上面可知每个由 0/1- 向量决定的角度都不是钝角.三个向 
tt x ( i ), x ( j ) y x ( k ) 共同决定了一个直角顶点: r(j) 当且仅当标量 
积〈:^⑴-尤⑴^㈨-以以为认也就是，如果对每个坐标 f 有 x( 小- 
x ( j)f = 0或 x ( k)f - x ( j)f = 0. 此时,我们称 ( ij , k ) 是一个坏的三 
元集. （如果 a;(i) = x(j) 或者 x(j) = x(fc), 那么角度是不定的，从 
fW 当然是坏的） 

一个特定三元集是坏的概率是 ( i ) d ： 事实上，它是好的当且仅 
当,对某个 d 坐标我们冇 

或者： r(i)# = = 0, x ( j)t = 1, 

或者 x ( i) f = x ( k) f = 1, x ( j) f = 0. 

这让我们在 8 种可能性中有 6 个坏的选择.而一个三元集是坏的， 
且仅当对于每个^坐标做出了坏的选择（以I的概率). 

我们要考虑的 F 元集的个数是3($)，这是由于共有（卞）个二 
元集,并且对于每个的顶 点有二 .种选择. m ， 不同5元集是 坏的亊 
件是不独 立的: 但是期望的线性性（即对所 冇吋能 选择取平均，见附 
录）得出坏三元集的期望是3( 3 ^) (^.这意味着一也是概率方 
法显示威力的地方——一定有某个选杼使得最多 3(% n ) (|广个三 
元集是坏的,其中通过 m 的选择 

3( 3 D(!) d < 3 ¥(|广 = m%) 2 (|) 、 m. 
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但如果没有大于 m 个坏的三元集，我们可以从 3 m 个向 量中去 
掉 m 个 a :( i ) 使得剩 F 的 2 m 个向量不含有坏的三元集,也就是说， 
它们只生成锐角. 口 

一个大的没有直角的0/1点集的“概率构造”是很容易实现的, 
只要生成随机数后来“掷钱币”. David Bevan 在 rf = 15 的情况下构 
造了一个 31 个点的点集只生成锐角. 

附录： 概率论中的三个工具 

现在我们介绍离散概率论中三个基本的 工具： 随机变最、期望 
的线性性和 Markov 不等式.它们将被多次用到. 

令 ( Up ) 为一个有限 的概率 空间，也就是说, 0是一个有限集， 
P = Prob 是一个从 n 到区间[0,11且满足= 1的映射 .n 
上的一个随 机变量 X 是一个映射我们在像集上通过 
令 

p(X = x) := 咖） 

X(w)=x 

定义一个概率空间 X ( Q ). 一个均匀骰子（所有的 p ( o ;) = |)以 
及义=“投骰子后在上面的数字”就是一个简单的例子. 

X 的期望 EX 是可能的平均数，即 

EX = 53p(u;)X(a;). 
u；€U 

现在假设 A ： 和 y 是两个 Q 上的随机变量,那么和 x + y 也是一个 
随机变量,我们有 

E(X + Y) = + 

u; 

= = EX + EY - 
W UJ 

显然，这可以被推广到有限随机变量的线性组合——这就是所谓 
的期 望的线性性. 注意这不需要随机变量为“独立”的假设！ 

我们的第三个工具涉及只取非负值的随机变量 X ,也 就是 ； T > 

0.令 

Prob(X ^ a) = p(cj) 

ur.XM^a 

是 X 大于等于正数 a 的概率.那么 

EX = pM 义 M + > a Y1 咖)， 

u; ： X(w)^a u} ： X(u>)<a u) ： X(u)^a 
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我们得到了 Affl / iov 不等式 


Prob(X > a) ^ 


EX 

a 
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Borsuk 猜想 


第 15 章 


Karol Borsuk 1933年发表的论义《关于 n 维 Huclid 球面的三 
个定理》非常著名， W 为此文中包含一个贯要的结果（山 Stanistaw 
Ulam 所猜测)，即现在熟知的 Borsuk - Ulam 定现 

每一个连续映射/ : — R f / 都把 球面# 的两个对径点映 

成 W 中的同一点. 

Borsuk 的论文非常荠名还闪为作论文的结尾所提出的一个问题，即 
所谓的 Borsuk 锗想: 

I 具有有限直径 diam ( S ) > 0的任一集合 S G 是否可以划 

分成最多 d +1 个直径更小的子集？ 



Karol Borsuk 


这个界 d + 1足 M 好的 nj 能： 例如苦 s 是一个正则 ci 维单纯形，或 
者恰为它的1顶点的集合，则它的仟一使直径变小的划分的每 
-部分都不能包含多于一个的笮纯形顶点.川 /( 心表七仟一冇界 
集 s g W 划分成/⑷个 rt 柃史小的子集的最小值，则这个正则中. 
纯形的例子表明 /(A > + 1. 

Borsuk 猜想在下列情形 "FQ 被证实，若 S 迠-个球血（由 Borsuk 

自己所证)，6,是光滑体(利用 Borsuk-Ulam 定 理)， 或者 d < 3, . ， 

但对一般情形此猜想仍未证出.现在 /(A 的最好的可用 t 界是 Oded 
Schramm 给出的, Oded Schramm 证明了对足够大的 d 有 

1(d) ^ ( 1 球 

这个界与挤想“/⑷二</ + 1”相比矜起来比较弱， fU . fi-^Jeff Kahn 
和 Gil Kalai 在1993年戏剧性地给出了 Borsuk 诘 &1 的一个反例，这 
个界突然石起来乂足有道理的. Borsuk 的论文发表60年后， Kahn 
和 Kalai 证明广对足够大的 rf 有/⑷彡 (1.2)^ 成立. 

后来， A . Nilli 给出的 Kahn-Kalai 证明是一个天书 证明: 简短且 
自完济的，它在维数 d = 946时得到了 Borsuk 挤想的•-个确切反 



U * - d - 单纯 形可以 分裂成^ + 1个 
部分.抽一部分都 H . 冇更小的立抒. 



几何 


例.这里我们绐出 这个证 明的-个改进， in ill Andrei M. Raigorodskii 
和 Bcrnulf WciBbach 给出的，他们把维数降至 d = 561，史降至 d = 
560. 现在的“纪录”是 rf = 298, ill Aickc Hinrichs 和 Christian Richter 
在 2002 年所得到. 

定理.设二/严是一个素数卷， n := 4 q - 2,并且 d :=(；；) = (2g - 
l)(4r /-3). 则存在一个集合 6’ g { + 1，-1}"，它包含了 W 中的2”_ 2 
个点，使得 .S' 的任一每个子部分的直径都更小的划分具有至少 

2，*—2 

E (V) 

1=0 

个部分.当 q = 9 时它推出 Borsuk 猜想在维数 r/ = 5Gl 时是错误的. 
进一步地.对足够大的 d 有 /( d ) > (1.2)^ 成立. 

■证明.集合 . S •的构造山下而4步进行. 

⑴设是•素数幂, iS». = 4g- 2,且令 

q ：= 为偶 数}， 

则集介 Q 禽冇 R ” 中2- 2 个向 M. 我们将会 fi •到对所有向 M X,ye 
Q tr ( x . y ) = 2(mocH) 成立.我们称; r,y 为近似正交的，矜 |〈x，y>| _ 
2. 我们将要 iiH 明每个不包穴近似 IK 交向 [rt 的子集 Q' g Q —定 

足“小 的”: r ； 1 )- 

(2> 从 Q 出发，我们构造集合 

R ：= \xx T : x e Q], 

它含冇2” 2 个秩为1的对称 (n x n )- 矩阵.我们把它们看成是有 n 2 
个分 M 的向 M , 故/? g r m 2 . 我们将证明这些向 tt 之间的夹角都是 
锐角： W 为它们 A 冇至少为4的 TK 内积.进一步地， 若 fTQR 不包穴 
内枳 M 小 ( ft 足 • 4的两个向过,则|/?'|也是“小的 ( n ~ l ). 
⑶从/?出发，我们得到一个 R ( U 中的点的 集合: 

5 := {( xx T ) i>f : xx r 6 /?}, 

其屮点的乎标足相应矩阵的主对角线 F 方的元素， M 样 s 中有2” 2 
个么 Jt 中点之间的最大距离恰由那些 近似正 交的向敁 A 2/ € Q 所 
得到.我们得到比 S 的 fi 径小的子集 6" Q 6’ 一定是“小的”:|5'| 彡 

m i ). 
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向量、矩阵和内积 

在我们的符号中，所有的向置 A !/，•••都是列 向量; 它们 
的转 S 向量： r T ，|/ T ， .•自 然就是行向量了.矩阵乘积是 
秩为1的矩阵,这里 ( x * r ) 0 = x iXj . 

设/为列向量,则它们的内积是 

<*， V 》= y^^iVi = x T y . 
i 

我们也需要两个矩阵 X，Ye R nxn 的内积，这里我们把矩阵表 
成长为 n 2 的向量，从而它们的内积为 

( X , Y ) := 

i >3 








(4) 估算: 从 (3) 我们看到对于 S 的每个直径变小的划分都需要 


至少 


个部分.所以 


9( Q ) ：= 


2^-4 

E ?： 0 2 ( 4 V 3 ) 


f ( d ) > max {‘ 9 ( g )， d + 1 }， 对于 d = { 2 q - 1)(4 9 - 3). 

从而，当 p ⑷ > (2 g - l)(4q 一 3) + 1 时,我们就得到 Borsuk 猜想 
在 d ⑼- 1)(4(?-3) 维空间的一个反例. 

下面我们将计算出 〆 9) > 562,由此得到在 d = 561维空间的 
一个反例.同时，我们还有 

9iq) > •⑸' 

它给出了对足够大的 d 来说的一个渐进下界 /( d ) > (1.2)^. 

(1) 的 细节: 我们从一些整除性开始. 

引理. 函数 P ( 2 ):= { z t ~ D 是一次数为 g -2 的多项式.对所有整教 2 
它都得出整 数值. 整数尸( 2 )可被 p 整除当且仅当 2 模 g 不同余于0 
或 1. 



断言.若 a e 6 关 O ( mod ^), 
則 a 与 6 有相 同的尸 因子个数. 

■ 证明. ffi a = b + ap m , 其中6不 
能被 g 整除 . 所以 能整除 6的任 
意幕 p* 1 满足 /c < 爪， 从而〆 也能整 
除 a. 此叙述对 a 和 b 是对称的. 口 




■证 明. 为证明此结论，我们把这个二项式系数写成 

fz-2\ (z - 2)(z - 3) …. (z-g + 1) 

P(z) = U-2 ； ~ (Q - 2)(9 - 3).2 -1 ( 

并比较其分母和分子的 ！>• 因子的个数.因为- 1不能被 P 整除， 
分母0? - 2)! 所具有的 p > 因子的个数与0? - 1)! 的相同.的确，根 
据边栏处的断言，如果我们 取任意 9 _ 1个整数，每一个都取自不同 
的模 g 非零的剩余类中，则它们乘积与 （(? - 1)! 有相同的 P - 因子的 
个数. 

现在若2同余于0或1 ( modg ), 则分子也是这个样子的：即乘 
积中的所有因子都来自于不同的剩余类，而不会出现的类为含0的 
类0?的倍数)，以及包含-】或包含+1的类，但是+1和 -1 都不 
能被 P 整除.所以分母和分子具有相同的 P - 因子个数,从而商不能 
被 P 整除. 

另一方面，如果 2 _ 0 ， l ( mod < 7 )， 则 （*) 的分子中包含一个可 
被 g = p 爪 整除的因子，同时乘积中没有两个因子来自于相邻的两 
个非0剩 余类： 一个代表了没有 p - 因子的数，而另一个代表的数 
的 P - 因子个数比= p m 的要少.所以分子的 P - 因子个数比分母 
的 p - W 子个数要多,故商可被 P 整除. 口 

现在我们考虑不包含近似正交向量的仟意子集 Q ' Q Q , 我们要 
证实7 —定是“小的”,也就是 IQ'I < ZU ("■')• 

断言 1 .如果 x，y 是 Q 中不同的向量，则 i( 〈 x ， y>+2) 是一 
个整数，所在范围为 

一 (9 一 2) 彡去 (〈®，!/) 十 2) 彡 9 一 1. 

因为 cr 和1/都具有偶数个 (-1)- 分量,所以 z 和 y 中不同的分 
量的个数也是偶数.所以 


( x } y ) = (切一 2) — 2 #{i — 队} e -2 (mod 4) 


对所有 x,yeQ 成立，即 i « x , y > + 2) 是一个整数. 

由： r，V € { 十 1 ，一 1} 49 一 2 我们看到 一 (4<? 一 2) 彡 (x ， y) < 4g - 2, 
即 -(g - 1 ) 彡 |((x,y) + 2 ) 彡心 因为 xi = 2/1 = 1 推出 a; # - y, 
所以下界中的等号是永远不会成立的.上界中的等号只在 a : = y 时 
成立. 

断言 2. 对任意 v e 由 

Fy(x) ：= P(\((x,y)+2)) = + 2 ) - 
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给出的次数为2的 n 个变元: n ,... ，: ^的 多项式满足对 
任意 ® € Q f \{ y }, F y ( x ) 可被 p 整除. 但当 a ： = y 时 F v ( x ) 
不能被 p 整除. 

这个二项式系数的表达式说明了 Fy ( x ) 是一个整数值多项式. 
对于 x = y t 我们有⑼= i •对于 x _ y 、 由引理可得到⑷不 
能被 p 整除当且仅当 i (( x , ! /> + 2) 同余于0或1 ( modg ). 由断言1, 
这只有当 |(<： c ， v > + 2) 为0或1，即当 ( x , y ) G {-2，+2}时才能发 
生.所以这时: r 和 y —定是近似正交的，这与的定义矛盾. 

断言 3 •对 n - 1个变元 a ： 2 ，...， a :„ 的多项式 Fy ( x ) 也有同 
样的结论,其中 7^(*) 是如下得到的••把 Fy ( X ) 展开成单项 
式之和,通过替换 A = 1,以及对 * > 1替换;=1去掉变 
元 XI ， 并且降低所有其他变元的高次幂.多项式 F v ( a ;) 的次 
数至多为^一之 

所有向量 xeQC { + 1,-1}" 都满足 a = 1和 rr ? = 1. 所以上 
面的替换并不改变上述多项式在集合 Q 上的取值.当然这样的替换 
不可能增加多项式的次数，所以 F v ( x ) 的次数至多为 q -2. 

断言 4 . 这些多项 f F v ( aO 之间没有线性关系 （具有 有理系 
數的 >• 即多项式？在 Q 上是线性无关的.特别 
地，它们互不相同. 

假设存在形为 E yeg ^ ^^(^) = 0 的一个关系使得系数 cv v 不 
全为 0. 通过乘一个适当的数，我们可以假设所有的系数都是整数并 
且不都能被 p 整除.但是对每个 v e Q ', 取值 a : := 可得 a v F v ( y ) 
可被 P 整除，并且 W 为 F y ( y ) 不能被 p 整除，我们得到可被 p 
整除 • 

断言 又 | Q ’| 以有 n 一 1个变元次數至多为 g 一 2且无平方的单项式 
的个数 

$构造知道多项式是无平 方的： 即其中每个单项式中的每 
个变元的次数都不大于 1. 所以任一 Fy ( x ) 都是 n _ 1个变元: r 2 , 
… ，〜 p 次数至多为 g - 2 无平方的单项式的线性组合.闪为这些 
多项式 F v ( x ) 是线性无关的，它们的个数(也就是|(/|)不会大于问 
题中单项式的个数. 

( 2 )的细 节：: r〆 的第1 列是; c ， 所以对于不同的 xeQ 我们得 
到不同的矩阵 M ( x ) := xx T . 我们用长为 n 2 的分景为的向貴 
来表示这些矩阵.简单的计算 
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几何 


M ( x ) = 



( M ( x ), M ( y )) = YlYl ^ XiX ^ yiy ^ 

»=i i=i 

= (史哪) (亡聊 ）=<*»2 / > 2 ^ 4 

x t=i j=i 

证明了 Af (: r ) 和 M ( y ) 的内积取最小值当且仅当; r， V e Q 是近似 
正交的. 

⑶的细 节：用 U ( x ) e {+1， -\) d 表示 M ( x ) 的主对角线下方 

元素所构成的向量.因为 M ( x ) = xx T 是对称的且主对角线上元素 
都为+1，我们看到 M (*)^ M ( y ) 可推出 U ( x )^ U ( y ). 进一步地， 

4 < 〈 Af ( x )， M ( y )> = 2{ U ( x ) i U ( y )) 


即 

( U ( x ). U ( y )) ^ - g +2， 

等号成立当且仅当 : r 和 j / 是近似正交的.因为所有向量 U ( x ) e S 具 
冇同样的长度 s /{ U ( x \ U ( x )) = 这意味着点 U ( x ), U { y ) € 5 

之间的最大距离恰在 z 和 y 是近似正交时出现. 

(4) 的 细节： 对于 g = 9我们有 g (9) « 758.31，它比 d + 1 = 
( f ) + 1 = 562要大. 

为得到 d 足够大时的一般的界，我们应用二项式系数的单调性 
和单峰性以及估值 n ! > e (^) n 和 n ! < en(^) n (参见第2章的附录) 
可导出 




⑽！ 

7!(3 g )! 


<Q 


e(i) q e(^) 3q 


从而我们可得到 


4 q 2 (256 y 


/⑷彡 9( Q ) = - > 

E ( 4 V 3 ) 

i =0 



基于此,以及 


d = (2q- l )(4 g -3) = bq 2 + (q - 3)(3^ - 1) > 5q 2 , 对于 O 3, 
9 = 貧 + \ /碧 + 忐〉 \/1，和（藉)^ > 1.2032， 
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我们得到对所有足够大的成立 

/(d) > ^(1.2032)^ > (1.2)^. □ 

注意到当 (？ = 9 时 ，商咖 ） a 758 比维数 d ( 7 ) = 561 耍大 得多， 
只取满足 a ： 21 +如+ a : 32 = _1 的“四分之三”的 6' 中的点即可得到 
一个维数为 560 的反例. 


Borsuk 猜想对 /i < 3是成立的.但是对高维情形 Borsuk 猜想 
并未得到验证 . 与之相反的，如果我们只考虑子集 S C {1，-1}'如 
上面所构造的（参见[8])，直到 rf = 8时 Borsuk 猜想都是正确的.在 
这两种情形下，在较低维的空间中找到 Borsuk 猜想的反例都是可 
能的. 
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集合，函数，以及连续统假设 


第16章 


19世纪后半叶, Georg Cantor 所建立的集合理论对数学产生了 
深远的影响. IF. 如 David Hilbert 所说“没有谁能把我们逐出 Cantor 
为我们逮立的集介理论这个 乐阅” ，现代数学如采离 开了集 合的概 
念，简直无法想象. 

一个集合的••大小”或者基是 Cantor 提出的一个基本概念,我们 
通常用 |Af | 来表承集合 A/ 的基.对于有限的集介,这种表尔是敁而 
易见 的： 粢介的基就是集介所包含的元家个数.例如 A / 包含有 n 个 
元素，我们就说 M 是一个 n 元集.闪此 M 和；V两个集合如采所包 
含的元索个数 flIR, 我们就称它们 A 冇相 M 的基，即 |A/| = |外 

为了将相同基的槪念推广到无限集，我们将运用以孓有限 
集的实验给予我们的启发性思想.假设有一群爪要上公交车的人们. 
什么时候我们可以说坐车的人数和车上空瘐位数相等呢 *? 很简中.， 
我们只耍让所有的人们都 叱下， 如果每个人都找到 r 一个座位，11 
没有空座位剩 r， 当且仪，这种情况卜，我们可以说由坐午:人绀成 
的集介与车上座位 m 成的集介 u 冇相 m 的基.换&之，两个集合的 
基 相等，当且仅 4 在这两个集合之间存在一个 双射. 

于足•我们 定义: 任息两个集合（冇限或无限） M 和；V以. 有相同 
的“大小” 或具 冇相同的基,当 且仅、 *1 在 A / 和 JV 之间存在一个双 
射.然，相同基的概念足一个等价关系，我们吋以 给每个 ii 有相 
M 基的集合分配一个数,称之为 基數. 例如，对 r 有限集合我们得到 
堪数0, 1 . 2 ,…， 1 … K •中 n 代表 n 元集合的类.特別地 ， () 表 i 空 
集 0. 通过进-步地观察，我们得到一 个很敁 然的结论：行限集介 A/ 
的•个真子集总是比集合 M 小. 

当我们考虑无限集合时，这个论就变得巾常有趣了 （m 很不 
白:观 >• 考虑自然数集合内=如采一个集合 A / 可以 
l j N 建立 一一 对应，我们就称 A/ 是可教的.换句话说，加采我们 
可以以 mi,7n 2 ,m :l ，■- 的形式列出 A/ 中的元 素， 则我们就称 A/ 足 
可 数的. 似足一种夺怪的现象发生了.假设我们把一个新元:加 
人 N , 则 NU {or} 仍足可数的， W 此该集合与 ;V U 冇相 M 的基. 
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分析 


/ Hilbert 旅馆可以很好地阐述这个事实.假设一个旅馆有可数个 
/ 房间，标记为1，2,3,…，旅客仍住在 i 房间，所以该旅馆被全部预定 
了. 现在一个新旅客 o : 要求住房，于是旅店经理告 诉他： 对不起，所 
有的房间都有人 住了. 新来的旅客说,没问题，只需要让旅 客仍搬 
\到房间 2 ,旅客仍搬到房间3,旅客仍搬到房间4,依此类推,这样 
我可以住房间 1 . 令旅馆吃惊的是这个方法居然起效了 （ W 为他不 
是一个数学 家)， 他竞可以把所有房客和新房客 z 都安排 住宿！ 

/ 现在旅店老板明白了他同样可以给另外一旅客 y 、 另一个 2 等 

/ 等安排住宿.特别地，我们知道不同于有限集合，无限集合 M 存在 

与其有相同基的真 子集. 事实上，这是无限集的一个性 质即： 一个集 
\合是无限的当且仅3它与 &身的 某个真子集具有相同的基. 

\ 让我们抛开希尔伯特旅馆来看看我们熟悉的由数组成的集合. 

整数集 Z 同样也是可数的,闪为我们可以以{0,1，-1，2, -2,3, -3,...} 
的形式来枚举 Z _ 更令人吃惊的是我们可以用相似的方式枚举有理 
数. 

定理 1 . 有理教集 Q 是可数集. 

^ ■ 证明. 按照边图所示将正有理数 Q + 列出，并且删去已经出现的 

数，由此我们可知 Q + 是可数的.同理我们将 0 放在 Q + 的最前而 
并且在 f 的后边加上- 〖得到 Q 也是可数的 . Q 可以按如下方式列 
出： 

Q = {0, 1 ? -1, 2, — 2, 5 , f - -3,4, -4, }. □ 


以下陈述给岀了另一种解释边图的 方式： 

可數个有限集之并仍然是可数的. 

事实上,设集合= {a nlt a n2 ,a n3f … } ， 可以如下列出有理 数集： 

OO 

U = {«11,0211«12,«13^22»«31»^41,032,023,014,* • - } 

n=l 

让我们进一步探讨 Cantor 枚举所有正有理数的方法.根据边图 
我们得到以下 序列： 

121123432 1 1 2 3 4 5 

1， 1，2, 3, 2，1，了，2, 3，4, 5, 4，3，2, 了， ••• 

然后我们得删去®复的数, 例如 ： i =丨及 f = I . 





?/ 

114 214 3-4 

/\\ 

1-3 2-3 3-3 13 

7 /\\ 

112 212 3-2 4-2 5-2 
\/\\\ 
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但是，最近 Neil Calkin 和 Herbert Wilf 发现了一个更优美、吏系 
统的枚举方法,这个方法保证了枚举过程中不会出现重复的数.这 
个新的枚举法按如下方式 开始： 



这里第 n 个有理数的分母等于第 （71 + 1 ) 个数的分子.换言之，设 
(^)) n >0 是如下 序列： 

(1，1,2, 1,3, 2, 3, 1,4, 3, 5,2, 5, 3, 4,1,5,…）， 


且第 n 个分数是 6 ( n )/ 6(n + 1). 德国数学家 Moritz Abraham Stem 在 
他1858年的论文中第一次研究了这个序列,这个序列也以 “Stem 的 
二价级数”而著称. 

我们怎样得到这个序列，由此得到 Calkin - Wilf 对正分数的枚举 
呢？考虑边图中的无穷二杈树,我们不难发现其递归 性质： 

• +是树根，且 

• 每个结点 f 有两个 儿子: 左儿子是右儿子是 
我们很容易检验以下四条 性质： 

( 1 ) 树中所有的分数都是不可约的，即如果§出现在树中，则 r 和 s 
是互素的. 

树根 f 满足上述性质,然后我们运用归纳法.如果7•和 s 是互 
素的，则 r 和 r + s 是互素的, s 和 r + S 也是互素的. 

(2) 每个在树中出现的不可约分数纟 > 0. 

我们对 r + s 运用归纳法 . r + 5 = 2 的最小值是 2 ,即^ 

且这个数出现在树根.如果 r > ，则！ ^归纳地出现在树中^于是 
我们得到^作为其右儿子.相似地,如果 r < s ，则点出现在树中， 
且^是其左儿子. 

(3) 每个不可约分数在树中只出现一次. 

这个证明类似于上述证明.如果〗出现不只一次，则 r # s ， 因为 
树中除了根结点之外其他结点上的数具有形式南< 1 或者+ > 
1 . 但是如果 r > S 或者 /• < &则我们之前已经用归纳法讨论了这些 
情况 • 

每个正有理数在树中只出现一次，因此我们可以一层一层地从 
左到右地写下这些数.这样我们就得到了一开始列出的序列. 


/\ /\ 
13 2 3 

A A A i\ 

11352534 

A A A A A A A A 

i 
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分析 



例如， / i (6) = 3,分别冇如下三种表尔 
6 = 4 + 2 
6 = 4+1 + 1 
6 = 2 + 2+1 + 1 . 


(4) 在列举的序列中，第 n 个分数的分母等于第 ( n +1) 个数的分子. 

当 n = 0 或者第 n 个分数是一个左儿子时，这个性质成立.设 
第 n 个数〗是一个右儿子.如果〗在右边界，则 5 = 1，且其后面的 
数在左边界并且分子为 1. 最后如果〗是内点，且 f 是其后面一个 
分数，则 i 是〒的右儿子， f 是右的左儿子，且归纳地〒的 
分母是占的分子,从而我们得到 s = r '. 

上述结论很漂亮,但是还有更多精彩的东西.以下是两个很自 
然的 问题： 

-序列（咖 )) n > c 是否有某种特别的“意义”？换自•之， 6( n ) 是否等 
价于一些简4的东西？ 

-如果给定〗，是否存在一个简单的方法来计算它后面的数？ 

为了解决第一个问题，我们计算出结点 b ( n )/ b(n + 1) 的两个儿 
子分别是 6(2 n 4 - l )/6(2 n + 2 )和 6(2 n + 2)/6(2 n + 3). 根据树的结构 
我们得到如下递 归式： 


6 (2 n + l ) = 6( n ) 和 6(2 n -h 2) = b ( n ) + b(n -h 1). (1) 

当 6(0) = 1 时，序列 （6( n )) n > 0 由⑴完全决定. 

是否存在一个“好的”或“已知”的序列满足上述递归式.这个 
问题的答案是肯定的.我们知道任何一个数 n 可以 唯一地 表示成2 
的不同幂的和——这就是 n 的二进制表示 . n 可以写成2的 W 之 
和的形式，且每个 2* 至多出现 两次， 这种表示法称为 n 的超 二进制 
表示.令 / i ( n ) 是数 n 的超二进制表示的个数.请读者验证序列/ r ( n ) 
满足递归式 （1), 所以对于所有的 n 有 6( n ) = / i (7 i ) 成立. 

顺便提一下,我们已经证明了这样一个事实 ：令〗 是一个不可 
约的分数，则存在一个整数 ri 满足 r = Wn ) 以及 s = h ( n + l ). 

以下我们来考察第二个问题.从二杈树中，我们得到 


/ \ 即对 r = f / \ 

^ ^ -t 


现在我们运用这个来构造一个更大的无限无根二杈树，如下阍 

所示: 
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一 \ , /\ A /\ 

\ 1 2 3 I 1 - 

/ \ / \ / \ A A A A 

i I i 3 2 I 

〆 ' / \ A A A A A A A A A A A A 

I i 2 3 143525341 

3 2 3 1 4 3 5 2 5 3 4 1 5 ••• 

A .A r A .A A A A A A A A A 

/\i\kkhl\U\ 

s … 

在这棵树中，所有的行是等价的,它们都表示了所有正有理数的 Calkin - 
Wilf 枚举(序列从额外的数？开 始）. 

怎样从一个有理数得到它后面的数呢？为了回答这个问题，对 
于每个有理数 o :， 我们将其右儿子标记为 x +1, 右孙子标记为 x + 2 f 
依次的我们将第 fc 代的右儿子标记为 x + k . 相似地，: r 的左儿子 


是南，击的左儿子是赤，依次地， a ： 的第 / b 代的左儿子是命. 

现在为了从〗= x 得到序列的下一个有理数 f ( x )， 我们来分析 
一下边图所示的情形.事实上,我们考虑无穷二杈树中的任何非负 
有理数 A 它是某个有理数 y ^0的左儿子的第 fc(/fc > 0) 代的右儿 
子，同时 /(： c ) 是同一个 y 的右儿子的第*代的左儿子.因此根据 
第 A : 代左右儿子的公式,我们得到边图中所要阐述的 等式： 

工 = 士仏 
1 +y 

这里我们用/: = L ； r 」 表示: r 的整数部分，& = { rr } 表示其小数部 
分.由此我们 得到： 

f ， T 、 = 一 1 一 1 1 

+ D — 忐 + r ❼-赤一 W + 1-W 



闵此我们得到由有理数 a : 求其后继有理数 / Or ) 的一个漂亮公式，这 



个公式是 Ai 近被 Moshe Newman 提出的: 


函数 



构造了 Calkin - Wiff 序列 



它包含每个正有理数恰好一次. 



枚举 IH 有理数的 Calkin-Wilf-Newman 方法还有一些其他值得 
一提的性质.例如，也许一个人会问如何快速求解序列中第 n (比 
如 n = 10 6 > 个分数.以下我们回答了这个 问题： 

为了得到 Calkin-Wilf 序列的第 n 个分数，我们首先将 n 
表示成二进制数 n = ( 6a -6/ c - i ...6160)2. 然后在 Calkin-Wilf 树中 


2 0 / 从 f = ?开始跟踪由二进制数决定的 路径. 这里6, = 1表示 

〆 \ / \ “选择右儿子"，即“将分母加到分子 上”； 而~ = 0表示“选择 

i i § I 左儿子"，即“将分子加到分母上 . ” 

i \ A 7\ A 边图展示了由 n = 25 = (11001)2 决定的路径 ：因此 Calkin-Wilf 
I i i i i i i i 序列中的第 25 个数是吾.读者可以很容易地找到一个类似的方法来 
/WWWW\7WW\ 确定一个给定分数 f (二 进制表示)在 Calkin-Wilf 序列中的位置 n. 

• _ • \ 现在我们来考虑实数 R. 它们也是可数的吗？它们是不可数，并 


且证明这个性质的 Cartoi •对角线方法, 不仅是所有集合论的重要基 


础,而且这个绝妙的证明是出自于数学天书. 


定理 2. 实数全体 R 是不可数的. 


■ 证明.任何一个可数集 M - - } 的子集 W 是至多 

可數的（即有限或可数).事实上，只要按 A/ 中同样的方法列举 iV 即 
可. W 此,如果我们可以找到 R 的一个不可数的子集,则就证明了 R 
足不可数的. 我们考察 R 的子集 M = (0, lj, 即所有0 < r < 1的正 
实数 n 假设 A/ 可数，则 M 可列,令 M = { r u r 2 , r 3y … }. 我们将 
记成末尾没冇无穷个0的无穷十进制表示，且这种表示方法是唯 
—的： 

r n = U- a nl a n2 a ， i3 … 


其中对于所冇 n 和 i 有 a„ t € {0,1, ••- ,9}. 例如， 0.7 = 0.6999. 



第 16 章集合，函数，以及连续统假设 


113 


考虑如下二维无限 数组： 

t \ = O.aiiauaa" 

T2 = 0 . 021022023 — 

• • 

• • 

• 春 

r n = 0.a n lGn2 a n3 ••- 


对每个 n ， 我们选择 e {1，.. •，8} 且 k 不同于 a „„; 这显然是可以 
办到的.那么6 = 0.6!6 2 6 3 ...6 n ... 是集合 M 中的一个实数，所以6有 
一个标号，比如6 = rv 但是由于 k 是不同于叫的，所以 h 的标 
号不是 r fc , 这就产生了矛盾.这就是定理的证明！ 口 

我们多观察一下实数,则发现(0,1)，(0,1]，[0, 1) 和[0,11区间具 
有相同的基.例如，我们将证明（0, 和（0, 1) 具有相同的基，如 r 定 
义的映射可以证明这个结论/ : (0, lj (0, 1), xy — y : 

§ - x 当 I < x ^ 1, 

| 一：当 g < x ^ ^ 


由于在第一条线上 y 的范围是在第二条线上是 \^ y < 
^ 在第三条线上是 & y < I 依次类推，我们可以知道映射/是 
双射. 

通过考虑边图的中心映射，我们知道 任何两 个区间（区间长度 
大于零且有限）具有相同的基.更进 一步: 任何长度大于0的区间和 
实数轴 R 具有相同的基.为了证明这个，我们考虑弯曲的 （0,1) 区 
间，以 S 为中心将其映满 IR . 

因此,我们得到如下 结论: 任何长度大于0的开区间，半开半闭 
区间，闭区间（有限或无限）具有相同的基，并记此基为 c ， 这个 C 表 
示 连续统 （10,11区间有时也被称作连续统）. 



经过仔细思考，我们也许能够得到有限和 无限区 间具冇相同基 
的结论,但是下面的结论明 M 是有背于我们的直觉. 

定理 3. 由 R 的所有有序实数对构成的集合 R 2 (即实平面）与 R 具 
有相同的基. 



0 

—个双射/:(0，1] —(0，1) 




S 



R 


■ 证明. 我们只需证明任何有序实数对 （ z , y )， 0 < Ay < 1可以 
和（0, 1] K 间建立双射.这个证明仍然源于数学天书.考虑仟一冇序 
数对 ( T ，2/)， 并且将其写成如下无终结的唯一十进制展开形式. 例如: 
x = 0.3 01 2 007 08 ... 

y = 0.009 2 05 1 0008 … 

按上述方法,我们通过找下一个不为零的数字可以将 x 和 y 的十进 
制形式分成一系列组.现在我们先写下： r 的第一组，再写下的第一 
组,然后写下 a : 的第二组,依次类推,我们将 （ a ：，2/) 合并成 2 e (0, 11. 
因此，就上述的例子,我们得到如下 实数： 

2 = 0.3 009 01 2 2 05 007 1 08 0008… 

W 为 z 和2；都是无限十进制小数,所以通过如上方法得到的 2 也是 
无限十进制 小数. 相反地，从 2 的无限十进制展幵形式，我们也可以 
得到 （ a ：， 2 /)，故这个映射是双射,故定理得证. 口 

由于 ( x , y ) — x + iy 是 R 2 到复数 C 的双射,我们得到 结论: 
| C | = | R | = C . 为什么 | R 2 | = | R | 这样出乎意料呢?这是因为这个事 
实有背于我们关于维数的直观理解.它表明了 2维平面 R 2 (归纳地， 
一般的 n 维空间 R ”） 可以同1维实数轴 R 建立双射. W 此维数不 
是双射卜的不变 M . 但是如果我们要求一个映射和这个映射的逆都 
是连续的，这种情况下维数是不变的,这个事实是由 Luitzen Brouwer 
最先证明的. 

让我们进一步地深人 思索. 到 H 前为止,我们有了相同基的概 
念. 什么时候我们会说 Af 至多和 TV —样大呢？同样，映射是解决这 
个问题的关键.设 | M | = m, | iV | = n ， 如果存在一个从 M 到 AT 的单 
射, 我们就说基数 m 不大于 n . 显然， m ^ n 是不依赖于代表集合 A / 
和 N 的选取的.对于冇限集合,这个概念与我们的直观理解是致 
的 ：一个 m 元集合至多和一个 n 元集合一样大当且仅当 m ^ n . 

现在我们面临一个基本的问题.我们知道有关不等式的一般准 
则对于有限基数是成立的，但是对于无限基数是否成 立呢？ 特别地, 
如果 m < n , n < m 是否有 m = n ? 这个结论并非显而易见 的：给 
定无限集合 M , TV 以及单射 f ：M N 和单射 g .. N — M ， 它 
们不需耍是 满射. 我们得到启发，也许可以根据以上两个单射构建 
一个从 M 到 AT 的 双射. 但是，我们并不清楚具体的对应关系. 

1狀3年 Cantor 寅布的著名的 Schroder - Bemstein 定理解决了上 
述 问题. 这个定理首先是被 Friedrich Schrader 证明的 ， Felix Bernstein 
在一段时间之后也证明了该定理.接下来的证明出现在20世纪集 
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分论 天才 Paul Cohen 的一本小册子中 ， Paul Cohen W 解决了连续统 
假设问题而闻名干世(在以后的章竹中我们会来讨论这个问 题）. 



“Schrdder 和 Bernstein 在画画 


定理 4. 如果两个集合 M 和； V 之间可以建立到对方内的单射， 那么 
在 A / 和; V 之间存在一个双射，即 | M | = | AT |. 

■证明. 我们先假设 M 和 / V 不相交 一 如果不是,我们可以用 
一个新的集合*矜代 

/将 M 中的元素映到 W ， g 将 W 中的元素映到 M . —种将这个 
混乱的局面变清晰和有序的方法就是将 MUN 的元素排列成许多 
链：从 M 中仟选一个元素 mo e A /， 然后将/作用在 m 上，再将夕 
作用在 /( m ) 上，依次类推我们可以得到一条链.如果 m (> 再次出现 
在链中，那么这条链就是封闭的（情形 1) ;也有可能这条链是无限 
的且每个元素不相等.（由于/和 g 是竽射的，我们知道链中第一个 
出现的重复元素一定是 mo ) 

如果一条链无限重复下去，我们试图向后跟踪它 ：如果 m 0 是分 
的像，则将 mo 连接到 g - l ( m 0 ), 然后，如果 p — Umo ) 是/的像，则 
将 g - Hmo ) 连接到依次类推.这样会出现其他三种 
情况： 向后跟踪这条链也许会无限进行下去（情形 2 ) ,也可能在一 
个不是映射 g 的像 M 的元素处停下来(情形 3) ,也有可能在一个不 
是映射/的像/ V 的元素处停下来 （情形 4> . 



因此 A/U TV 被划分成四种互不相交的链，这些链中的元素可以 
以某种方式标记,使得我们可以证明 F : m t ^ n , 是双射.我们就 
以上四种情形分别地 i 寸论： 


情形 1. 2 A : + 2 个不同元素的有限圈 （ A ； 彡 0) 
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最小的元限基教 


由此我们也证明广•个早先提到的结 
*： 每个无限集都与一咚真+集有相 
同的基数. 


n 0 


mi 


m k 


rik 


情形 2. 双向无限链,且链中每个元素不同 


9 


9 


mo 


n 0 


mi 


n\ 


m.2 


情形 3. 始于元素 m<, e M \ g ( N ) 的单向无限链，且链中每个元家 
不同 


9 


9 


m 0 


情形 4. 始于元素 n 0 e N \ f ( M ) 的中.向无限链，&链中每个元素 
不同 


9 f 9 I 

no —— mo —— Ti] —— mj —— 

关于不等式问题的其他关系式呢? 一般来讲，如果 m < II且 m 〆 
n, 则我们规定 m<n. 我们知道任意两个基数 m 和 it 以下 三种情 
形至多有一个 成立： 


m<n, m = n, m>n 

事实上，基数定理指出以上三种情形有且仅有一种成立.（参见本章 
附录中命题 2.) 

进一步， Schrbder-Bemstein 定理还告诉我们关系 < 是可传递的， 
即由 m < n 和 it < p 我们可以得到 m < p . W 此,基数可以排成一 
个始于有限基0,1，2,3,…的线性序列.根据 Zermelo-Fraenkel 公理 
系统(特别地,选择公 理), 我们可以容易知道任何无限集 M 包含一 
个可数的子集.事实上， M 包含一个元素，设为 mi . 集合非 
空（闪为 M 是无限的），故其含有元素 m 2 . 考虑集合 M \ { m u m 2 ). 
我们可以知道 m 3 的存在性，依次类推.所以，可数集的基是最小的 
无限基,通常我们 )+] 心表读作 “aleph zero”. 

作为对于仟意无限基 m 有心< m 的一个推论,我们可以很 
快证明对于任意无限基 m 的“希尔伯特旅店”问题，目卩，对于任何 
无限集合 A /， 冇 |M u 恤}| = | A /|. 事实上， M 包含子集 TV = 
{ mi ， m 2 ， m 3 ，...}. 现在我们将 x 映到 m 丨， 映到 m 2 , 依次类推， 
且 A /\/ V 中的元素映到自身.这样就给出了 A / 和 MU { a :} 之间的 
双射. 

作为 Schroder-Bernstein 定理的另外一个结果我们可以证明 N 
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的所有子集构成的集合 V ( N ) 的基数是 C . 要证明这个结论,我们只 
需证明 ip ( n )\{0}| = |(0, i ] i •以 t 例子建立 r 一个 单射： 

f ： V(N)\{0} ―， (0,1], A ^ [10 -、 

i€A 

同时 

9 : (0,1] —> V(N)\{0\, 0.6,6 2 6 3 ... i ~， {6.10* :«€N} 

定义了另一个方向上的单射. 

到目前为止，我们知道基数 0,1，2, …，心，且 R 的基数 c 大于 N 0 . 
从 Q 的基 | Q | =心到 R 的基 | R | = c 之间的空缺引出了如下 问题： 
c =| K | 是否是紧接％后的无限基？ 

当然,现在我们面临着一个 问题: 是否存在一个更大的基数，或 
者^是否有意义.它的确有意义——在本牽的附录中我们有一个 
简要证明. 

c =心就是著名的连续统假设定理.许多年以前，连续统假 
设朵44 R 挑战的数学难题 之一. 最后由 Kurt G 6 del 和 Paul Cohen 给 
出的答案让我们触碰到逻辑思想的 极限.他们证 明 c = A 是不依赖 
于 Zcrmelo - Fracnkel 公理系统的，就像平行公理是不依赖其他欧几里 
得几何公理一样.在集合论中既存在 c =心的模型，也存在 c 一仏 
的模型. 

鉴于这个事实，一个有意思的问 题是： 是否存在其他等价于连 
续统假设的情形（比如从分析上考 虑）. 事际上，寻求一个分析上的 
例子是很自然的想法,因为历史上 Canor 集合论的第一个重要的应 
用就是出现在分析中，特别是复变函数理论•以下我们将给出一个例 
子，这个例子优美且简洁的解是由 PaulErdSs 给出的. 1962 年, Wetzd 
提出了如下 问题： 


令 {/ a } 是复教域上两两不同的解析函数族，且满足对于任 
何 zee 集合{/ Q ( z )} 至多可数 f 即,要么有限要么可数；，•我 
们把这个性质称作 ( P 0 ). 

是否函教族自身至多是可数的呢？ 


出人意料地， Erd 6 s 很快地证明了这个是依赖于连续统假设的. 


118 


分析 


定理 5. 如果 c > 则对于任意满足（尸 0 )的函数族 { f Q } 是可数 
的.另一方面，如果 c = 心，则存在满足性质 ( P 0 ) 且基为 c 的函數 
族 {/«}• 

为 T 证明这个结论，我们需要关于基数和序数的一些基本事实. 
对于不太熟悉这部分内容的读者可以参见本章附录,其中列出了所 
有必要的结果. 

■定理 S 的 证明. 假设 C >仏.我们要证明对于任意基数为仏的 
解析闲数族 {/«}, 存在一个复数使得所有仏个 f Q ( z 0 ) 的函数值 
是不同的.闪此，如果一个函数族满足 ( P 0 ), 则它是可数的. 

为了证明这个,我们将运用有关序数的知识.首先我们根据^ 
的初始序数 A 将函数族 {/„} 良序化.根据附录中的命题1我们 
知道这个指标集包含了所有比 A 小的序数接下来我们要 证明 
由满足 a < 0 < u ; x 的点对 ( a ,/?) 构成的集合的基是心.因为任 
意0 ^是一个可数的序数，故对于每个固定的0 ,由点对（《，奶， 

^<0 构成的集合是可数的.对 A 个求并，根据附录中的命题6 
我们知道由点对 ( a ,/3), a <0 构成的集合基是 A . 

对于 a <0、 考虑如下 集合： 

S ( a t 0) = { zeC : f a ( z ) = U ( z )}. 

我们要证集合 5( a , 0) 是可数的.为了证明这个结论，我们考虑复 
平面上以原点为圆心，以 fc = 1,2,3,-.. 为 f •径的圆如果久 
和办在 G 中有无限个点相等，则由著名的解析闲数定理我们知 
道尨和 A 是恒等的. W 此， A 和/ 0 只在每个 C k 中有限个元素 
上相等，从而它们只在至多可数个点上函数值相等.我们令 S : = 
由于每个集 S ( a ,0) 是可数的，同样由命题6,我们知 
道 S 与具有相同的基.从而我们得到 结论: 这是因为 C 的基是 
且由假设知 c 比仏更大，故存在一个不厲于6,的 复数勿 使得每 
个/«(勿）的值都是不相同的. 

接下来我们假设 c = 考虑实部和虚部都为有理数的复数 

iq 构成的集合£> g C . 由于对每个 p 集合 { p +佑 ： g e Q } 是可数的， 
则 D 是可 数的. 进一步地， D 是 C 中的稠 密集: 复平面中的任何开区 
域包含 D 中的点.令 { 2a : 0 < a < Wl } 是€的一个良序排列.现在 
我们要构造 h 个不同的解析函数构成的函数族 { f 0 ： Q ^0< u x } 
使得下式成立 

当 a < 沒时 Mz a ) £ D . (1) 
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任何这样的闲数族满足条件 ( Fo ). 实际上， C 中的每个点 z e C 对 
应于一个指标，设为 2 现在,对于任何 0> a , { b ( z n )} 的函数 

值存在于 可数集 D 中 .因为 a 是可数序数，对于满足 0彡 a 的仏 
至多只冇可数个 {池)}. 同样，所有函数值的集合也至 
多是可数的. W 此如果我们能构造出满足 （1) 的闲数族 IM ， 则定 
理的第二部分就得证了. 

我们通过超限递归法来构造我们可以选择仟意解析函数 
作为 / n , 比如令其为常数函数.假设对于/?< 7 我们£经构造出/+ 
闪为7是一个可数序数，我们可以将{/^ ： 0 ^ < 7 } i 己成一个 

序列 奶，仍，仍，…. : 0 ^ a < 7 }的同样排列也可以得到一个 
序列 奶， 奶 ，…. 对于 每个队 我们现在可以构造满足如下条件 
的 A : 

f y ( w n ) e D 且 f y ( w n ) ^ g n { w n ). (2) 

第二个条件保证了所有函数/ 7 (0 ^ 7 < 是不同的，且仅第一个 
条件就可以推出（几).注意到条件 f y ( w u ) / g n ( w n ) 又是一次对角 
化论证. 

为了构造 A , 我们记下 

fy ( z ) : = ^0 + ^l(z — IL'i) -h 62{Z — W\)(z — W -2) 

+ £ ：i (z - W } )(Z - W 2 )(Z - W ： i) + • •.. 

如果 7 是有限序数，则厶是一个多项式，故其是解析的，且我们可 
以找到数 q 使其满足条件 (2). 现在我们考虑7是可数序数的情形， 
则 

" X ： 

f ，( z ) = ^^〜( 2 -叫）...（2一 如”). (3) 

n=0 

注意到 (m > n ) 的值对 f y ( w n ) 的值没冇影响，因此我们可 
以一步一步地选择〜.如果序列很快地收敛到0,则（3> 定义 
了一个解析 闲数. 最后，因为 D 是稠密集，我们可以选择这样的序 
列（^)使得/ 7 满足要求（ 2 ),这样我们就完成了定理5的证明. □ 


附录：基数与序数 

首先我们来考虑对于每个基数是否存在紧接其后的另一个更 
大基数的问题.我们先证明对每个基数 m , 都存在比其大的基数 n . 
我们同样用 Cantoi •对角化法则来证明这个问题. 



“这秘图 ® 讲述了汾. Augustin 沿着海 
滨踱步沉思无穷问題时，看到一个小 
孩试图用一个小贝壳把海水舀空的故 

事 ••” 
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ft 序集 N = {1,2,3,--} 和 M = 
{1,3,5, …， 2,4, 6 , . } 不是相似的: 
第一种排列中 H 存在一个没有刖导的 
元永.而第二种排列中存在两个这样 
的元求. 


设 M 是一个集合，则由从所有子集构成的集合 T >( A /) 比 M 
大.将 m e M 对应 { m } 6 V ( M ) % 我们知道 A / 可以和 V ( M ) 的子 
集建立仅射，根据定义冇 | Af | < \ V ( M )\. 我们还得证明 V ( M ) 不能 
和 M 的子集建立 双射. 否则 ，& ★ N 一 V ( M ) 是从 ；V g M 
到 V ( M ) 的双射.考虑 7 V 中满足如下性质的子集 R 任何6/中的 
元索不包含于 K 在映射 P 的像里，即 r = {m € 7 V : m 贫 W 
为 ip 是双射，故存在 ueN 使得 A ^) = U . 现在，要么有 ueU 
么 u 贫 f /, 但爲内种情况 都足不 可能发生的.事实上,如果 u R 则 
\\] U 的定义我们知道 w 交 ^( u ) = U \ 另一方面如果 u^U ^ 咖)， 
则 u 泛 U ， 从而产生矛盾. 

读者很可能肴过这样的证明.有一 个占老 的关于理发师的难题 
讲的就是这样的问题:“如果一个理发师帮助所冇不给自 d 剃胡子 
的人剃胡 T, 那么这个理发师会给自己剃胡子吗?” 

为 fW 到史进一步的理论，我们引进 Camor 提出的乂一伟大的 
概念，序集和序数.如果 < 关系在集合 A / 中有传递性，且对于 JV / 
中仃意两个不 N 的数 a 和6要么 “ < 6要么 A < a ，则 M 吋以 
根据 < 关系排序.例如.我们可以根据数 t 关系将 N 排序，即 N = 
{ 1 ， 2, 3. 4, ... }, 但是我们还可以从反方向将 N 排序即 N = { …， 4,3, 
2,1}，或荇我们也可以通过先列出奇数再列出偶数得到另•种排序 
方法, N = {l,3 ， r) ， _.. ， 2,4 ， Gi..}. 

这里冇一个重要的概念.如果一个序集的每个非空子集有第一 
个元素，则称该集合是良序的. W 此上述 N 的第一种和第三种排列 
都是良序的， 【ftl 第二种排列 不是. 基本的良序定理是从公理(包括选 
择公理）彳!}到的，它说 的是： 任何-个集合都存在一个良序排列.从 
现在开始我们考虑的集合都足赋子了一个 ft 序的集合. 

如果在两个良序集 A/ 和 ；V 之间存在保持序关系的双射 心即， 
从 m < M n 可以推出 v ^( m ) < jV < p ( n ) t 则称 M 和 AT 是相似的（或 ft 
冇相同序型). 敁然地 ，任何同-个良序集相似的序集其木身也足 a 
序的. 

相似性是一种等价关系， W 此序教 o 是厲于 一类相似集的.对 
于冇限集，任何两种排列都是相似良序排列，且我们用序数 n 来表 
^ n 元集.根据定义，我们知逍两个相似集是具有相同基数的 .W 
此,序数 Q 的基数 ㈣ 这样的说法足冇意义的.更进一步,我们知道 
任何一个&序集的子集在股 ti 序排列诱导的排列下也是良序的. 

正如我们对基数做的讨论一样，我们现在要比较序数的大小. 
令 M 是-个良序集， m € Af, 则称 M m = {x e M : x < m } 是由 m 
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确定的（初 始） 分 割集. 如果存在 m 使得 TV = Af m , 则 7V 是 M 的 
分割集. W 此,特别地我们有，如果 m 是 M 的第一个元素，则 M m 
是空集.现在我们令和 p 分别是良序集 Af 和 7V 的序数.如果 M … m 
同 W 的一个分割集相似,我们就称//比1/小， n < u . 根据传递性，我 
们从// < /A ^ < 7T 可以推出// < 7T, 闪为在一个相似映射下一个分 
割集足映满另一个分割集的. 


显然对于冇限集， m < n 和-般 意义上的大 小足等 价的.我们 
用 o； 表示由大小关系排序得到的 N = {1，2,3,4，...}的序数.考 
虑任意冇限 n 的分割集 N n+1 , 我们有 n < o;. 接下来我们将证明 
对于任总X限集的序数 ft , 不等式 u； ^ a 成立.事实上，如果无 
限良序集冇序数《，则 A/ 包含第一个元索 m u 集合 M\{m L } 
包含第一个元素 m 2 , 集合 M \{ m u m 2 } 包含第一个元素 m 3 .继 
续这种操作，我们得到 M 中的序列 m, < m 2 < m 3 < to 
果 A/ = {mi,m2,m 3 , - }, B'J M 同 N 相似，且有 a = w. 另一方面， 
如采 M \{ m u m 2 r -} 是非空的, 则其包 含第一个元素 m, 则我们知 
道 N 相似于 A/ m 的分割集，由定义我们知道 w < a. 

现在我们要陈述三个关于序数的基本结果（由于证明比较简申， 
我们在这里不给出证明）.第一个结果陈述了所冇序数 / i 都有一个 
标准的良序集合代表 WV 

命题 1 •令 /i 是一个序数且用表示比"小的序数构成的集合，則 
以下两点成立： 

(0 集合 W " 中的元素两两可以比较. 

( ii ) 如果我们根据大小关系将排序，则％是良序的且其序数 
是 //. 


命题 2. 任何两个序数//和^满足且仅满足以下条件 之一： /| < t /， 
芦=或者 /I > v . 

命题 3. 任何序数构成的集合（根据序教大小关系排序）是良序的. 

说了这么多序数的问题，让我们 M 到基数的问题 J ： 来.令 m 是 
基数,且用 Om 表示所冇满足 M = m 的序数//构成的集合.根据命 
题 3 ,我们知道在 O m 存在 -个最小 的序数我们将其称为 m 的 
初始序教. 举个例子, u ; 是基数心的初始序数. 

冇广 h 述准谷，我们现在可以证 明本孩 的一些基本结果了. 

命题 4. 对于任何基數 m ， 存在紧接其后的更大的基數. 


的序数比 {1,3,5, 
} 的庁•数更小. 




析 


■ 证明.我们已经知道存在比 m 史大的基数 it. 考虑所有比 m 大 
的基数构成的集合且 K 至多和 n —样大.我们将每个 p € 与其 
初始序数 u ; p 联系起来.在这些初始序数中存在一个最小的序数（命 
题 3), 则这个对应的序数就是 / C 中最小的序数,因此它是紧跟 m 之 
后的更大的序数. 

命题 5. 无限集 Af 的基数是 m , 根据初始序数0；»„使其良序，则 M 
没有最后一个元素. 

_ 证明. 事实匕如果 M 有最后一个元素 m , 则分割集 M m 冇序 
数// < 且 |/ i | = m , 这就与 o ； m 的定义矛盾了. 

我们最后需要的是一个比可数个可数集合之并是可数的这个 
结论更强的结果.下面我们考虑的是任意可数集族. 

命题 6•设 {A <t } 是由可数集合构成的基數为 m 的集合族，其 
中 m 是无限基数，则并的基至多是 m . 

CX 

■ 证明. 我们可以假设上是两并不相交的,因为这样只会使 U 七 

的基数增加.设 M 是基为 | M | = m 的指标集,且根据初始序^ u; m 
将其良序化.我们用可数集合 ft , = {6^ = …丨去替代 

每个《 e M , 并且根据 u ； 将队排序，称这样得到的新集~合是 M . 规 
定对于 n < ff 有 b <ti < b ( ij 以及 i < j 有则从也是良序 
的.令是 M 的序数.因为 M & M 的子集， [1| 前面的一个结论我 
们知彡反如果 /i = R 则 M 相似于心，且如果 M < fi ， 则 M 相 
似于 X 5 的分割集. W 为 M 的序数没冇最后一个元素（命题5>， 
我们知道 M 在两种情况 F 都是相似于可数集合的并，故两者 ft 
有相同的基. 

余 T 的证明就比较简单了•设^ : M 是一个双射且 

令妒 ㈣ = { Ql ， a 2 , 的， ...}• mA ai 去替代％并且考虑并 lm «,. 
因为 u Av . 是可数个可数集之并 (故可数 L 我们知道和 LJ Za . 
有相同的基.换言之,对于所有/?，在和 (J 存在一个双射，所 
以4是从 u 办到 U A 的双射.何是，给出了从 AZ 到 u A , 
的双射，所以 ILM«l = m . □ 
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不等式颂 


第17章 


分析中充满了不等式, Hardy , Littlewood 和 Polya 的名著《不等 
式》是一个很好的见证.让我们挑出两个最基本的不等式以及它们 
各的两个运用,看 一 ft George P6Iya 所认为的最佳证明. 

我们的第一个不等式是由 Cauchy ， Schwarz 以及 Buniakowski 独 
立证明的. 

定理 I ( Cauchy-Schwarz 不等式） 

设 〈 a , b 〉 是实向 f 空间 K 的内积（范数是 | a | 2 := 〈 a ， a >). 那么 

<a ， 6> 2 < |a| 2 |6| 2 

对任意向量 V 都成立，其中等式成立当且仅当 a 和6是线性 
相关的. 

■ 证明 • T 面的（民 间的） 证明也许是最短的.考虑变量: c 的二次 
方程 

|xa + 6| 2 = x 2 | a| 2 + 2 x ( a ,6) + |6| 2 . 

我们可以假设 a ^ O . 如果6 = Aa , 则 M 然有 ( a , b )' 2 = \ a \ 2 \ b \ 2 . 另一 
方面，如果 a 和6是线性无关的,则对于任意 x W |xa + b \ 2 > 0, W 
此判别式6> 2 — | a | 2 |6| 2 是小于0的. 口 

我们下个例子是关于调和平均值、几何平均值以及算术平均值 
的不 等式： 

定理 II (调和、几何和算术平均值> 

令〜，•••，〜是正实教，则 



两边等式成立当且仅当所有的 ai 相等. 

■ 证明. 以下漂亮的非标准归纳证明是 Cauchy 给出的（参见 171). 
用 P ( n ) 表水上而的第二个不等式，它可以 写成 以下 形式： 
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对于 n = 2, 我们有 ai ci 2 < (^)2 4=>(ai-a 2 ) 2 ^0, 故第二个不 
等式成立.现在我们分下列两步 进行： 

( A ) 尸⑻ => P ( n - l ) 

( B ) P ( n)R P (2)=> P (2 n ) 

M 然，由此可以推出结论. 

为了证明 ( A >， 令4 := ^ 1 巧，则 

fc=i 


( Ua k )A r ( g " + A J = = 

n—1 

故有 H afc < = 

fc=l 

对于 ( B >， 我们有 

2 n n 2 n p /„\ n 2 n 

n-(rH(n-) T (om 

fc—l fc=l fc=n+l fc=l *:=rt+l 




等式的条件是非常容易导出的. 

通过考虑 士，…，士 ，我们得到左边关于调和平均值和儿何平 
均值的不等式. □ 

■ 另一个证明.在算术一几何平均值不等式的许多其他的证明 
中（专著【2]列出了至少50种），让我们来看看最近才由 Alzer 给出 
的一个惊人的证明.事实上,这个证明可以推出更强的不等式.对于 
任何正数 A ，…，〜，，…，且扒=1 ,有如下不等式成立: 

a? 1 af •••«{；" ^ PiA+P2CI2 + … +p n a n . 


让我们用4表示冇边的表达式，用 G 表示左边的表达式.我们可 
以假定 a , ^ ... ^ a n . 显然〜< G <知，因此必存在某个*使 
得叫< G < a k+l . 从而得到 

t pi J(\-b) dt + 专 Pi ]{h-\) dt ^ 0> ⑴ 

* =, «‘ *= fc+1 G 
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因为每个被积函数都是大于0的.重写（1>,我们得到 

J ^ dt ^ 

其中左边等于 

^ ai-G A 

= G 一 

而右边等于 

几 n 

y^ PtQogQj 一 logG ) = logj ^ af * 一 logG = 0. 

*=i i=l 

我们得到含- 1 > 0,这正是 A ^ G . 对于等式情形, （1) 中的所有积 
分都必须是0,这蕴含着 ai =…=知= □ 

我们的第一个应用是 Laguerre 给出的（参见[7】)关于多项式根 
的位置的一个漂亮结果. 

定理 1. 设多项式的所有根都是实数，則这 
些根都分布在以如下两数为左右端点的区 间内： 

Qn-l 士 
n 

■证明•令 J / 是一个根且 Vl ，".， Vn - l 是其他的根,则多项式可以 
写成 Oc - y )(Z - yi )...( x - y n , x ), 因此通过比较系数我们得到 




- fl n-i = 2 /+ 2/1 + ••• + y n -i J 

an - 2 = y{yi + • • • + J/n-l) + ^2 

i<3 

从而 

a n-i - ^-2 -y 2 = Vi- 

i=l 

将 Cauchy 不等式运用到（奶 ,… ， 如―,）和 （ 1 ， … ， 1) 上，可以 得到 : 
(o n _! + y) 2 = ( 2/1 +J /2 + ••• + 2/n-i) 2 

n— 1 

彡 Vi = (« - l)(fln-i - 2 o„_ 2 - y 2 ), 
i=l 

或者 

• 2 , 2 、一 1 2(n — 1) n — 2 0 

V + —^ + - —^ °- 
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( 0 , 2 ) 



故2/ (和所有的都在上述二次方程的两根之间，且它们的根就 
是界. 口 


从拋物线的一个基本性质开始,我们来看看第二个应用.考虑 x = 
-1 1之间的抛物线 /( x ) = 1- x 2 . 我们将 f ( x ) 与其 切三角 

形和切矩形联系起来（如图所示). 


我们发现阴影部分的面积 A = /\(1- x 2 )dx 等于|，且-角形 
的面积: T 和矩形的面积尺是等于2的.因此$ = | 且受= §. 

在一篇精彩的论文中 ， Paul Erd6s 和 Tibor Gallai 提出这样一个 
问 题:设 /⑷是-1 < z < 1上满足 /㈤ > 0的任意 n 次实多 
项式，且有/(_1) = /( I ) = 0,这种情况下会发生什么？ 4的而积 
是么 }( x ) dx . 假设/⑷在（-1， 1) 内达到的最大值是6,则《 = 
2/(6 ). 计算 /( x ) 在-1 和1处的切线,得到（参见下列方框中的内 
容）： 


尸(1) — /' (一 1)， 


( 2 ) 


当 /' ⑴或尸 (- 1 ) = 0 时，有 r = o . 


(^o,2/(j) 



切三角形 

切三角形的面积 r 是 yo, 其中 ( x 0y yo ) 是两条切线的交点. 
切线方程是 y = /' (一 l)(x + 1) 和 1/ = f ( l)(x - 1), 因此 

加 = /'(1) + /'(-1) 

° ~尸⑴-尸(-1)， 

故 



广⑴(癸 


1) + /'(-1) 
W-n-i) 



o 尸⑴/'(-I) 
?(1)一/'(一1)- 


一般 Iftf 言,对于$和€没有非平凡的界.为了阐述这个，我们 
令/⑷=1 - I 2 ' 则 T = 2 n , A = 為，故$ > n . 类似地， R = 2 
a S 当 n 趋于无穷时该值为 1. 

但是 ErdSs 和 Gallai 证明了对只有实数根的多项式才存在这样 
的界. 


定理 2 . 令 /(: r ) 是一个只有实根的 n > 2 次实多项式，满足在开区 




间 -1< Z < 1 上有 /( a :)>0 以及 /( 一 1) = /(1) = 0. 那么 

且只有当 n = 2 时两种情形的等号成立. 


Erd 6 s 和 Gallai 用一个非常复杂的归纳证明了这个结论.1940 
年,在 Mathematical Reviews 的第一期的第一页关于他这篇论文的评 
论中 , George P 61 ya 解释了第一个不等式怎样还可以由几何一算术 
不等式得到，这篇评论的严谨认真堪称范例，同时也是一个天书证 
明. 

■ 著 roi 的 证明. 因为 /( or ) 只有实数根，且所有根都不在区间 
(-1， 1) 内,该多项式可以被写成(除在最后删去的正常数因子之外) 
以下形式 

/⑷= (1 - a: 2 ) Y[(Q t - x) -f x), (3) 

* j 

其中叫>1,爲彡1.故 

l 

a = /u -工 2 )n( ai +：r ) 血 • 

-1 • 3 

做替换 Z 我们得到 

1 

A = j 一 x2 、 11 (%+ x ) n ( 沁- x ) 血， 

-i * j 

因此根据 算术一 几何平均值不等式(注意到乘积中的所有因子都彡 
0 ) 

1 

A = / 盖 [ (l-2 2 )fl ( 叫 - ： r)n("i+ x ) + 

-i * j 

(1 - x 2 ) + x) ~x)^dx 

* 3 

1 

> j- x 2 、 (n( a * 2 — z 2 )n( 碑 -^)) 1/2 dx 

-I * i 

1 

> J (! -^ 2 ) ( iik 2 - - !)) ,/2 ^ 

-l * i 

= 差 ( nw - nnd 1 )) 1 ’ 2 ， 
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让我们计算 尸⑴和 尸 (-1). (我们可以假设 /' (-1)，/ # (1) 一 0,因为 
如果 r = 0则不等式就变成了平凡形式 . > 根据(3> 我们看 
到 

/'⑴=-2 [1(%-1)11(巧 + 1)， 

« j 

且类似地 

f'(-i) = 2n( 〜 +i)n(m- 

* 3 

因此我们得到结论 

A > |(-/ ， (1)/ / (-1)) 1/2 . 

在-/'(1)和广(1 )上运用 调和一 几何平均值不等式，根据 （2) 
我们得到 结论： 

4 > 2 2 一 4 尸⑴尸 (一 1) — 2 

+ 一 3/ W -/1-1) - 3， 

通过分析不等式中等号成立的情形，读者很容易得到定理的最后 
部分. □ 

请读者自己寻找定理2中第二个不等式的类似证明. 

当然，分析学毕竟就只讨论不等式，但图论中存在一个运用不 
等式而得到出乎意料的结论的例子.我们将在第32章中讨论 Tur^n 
定理.如下是其最简单的形式： 

定理 3. 设 G 是一个具有 n 个 顶点且其中没有三角形的图•那 
么 G ? 至多有亨条边且等式成立当且仅当 n 是偶数且 G 是完全 

二部图 K n/2in/2 . 

■ 第一个证明.这个运用 Cauchy 不等式的证明是 Mantel 给出的. 
令 (7 的顶点集是 V = { lr --. nl 边 集是五 .用忒表示顶点 i 的度, 
因此 Eiev d ^ = 2 I E I (参见双重计数那章).设0是一条边.由于 G 
没有三角形，我们知道闵为没有顶点同时与 i 和 j 相连. 

从而有以下 结论： 

ijeE 

注意到木在和里只出现木次，因牝我们得到 

n \ E \ ^ 乙⑷+⑼= pi 

ijeE iev 
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且将 Cauchy 不等式运用到向量 （ rfi ，... ，心）和（1，…， 1) 上，有： 

n|^| , ^ 

n n 

故得到结论.关于等式情形，对任意 i ， j 我们得到 di=d Jt 进一步 
有木=琴（因为汰+沟= n >. 由于 C 是没有三角形的，故可以立即 
得到 G = K rM2 . □ 


■ 第二个 证明. 这个用算术平均值和几何平均值的证明是一个民 
间的天书证明•令 q 是最大独立集4的基数,且令0 = n - a . 由 
于 C 是没有三角形的.顶点 i 的邻点构成了一个独立集,我们推断 
出对于任意 * 有4 < a . 

基数为0 的集合 B K \ 4与 G 中的每条边都相遇.根据 B 中 
的顶点来数 G 的边数，我们得到|£| < 由算术一几何平 

均值不等式我们 得到： 



di 


ieB 4 

并且同样地，等号情形是易证的. 
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关于多项式的 Polya 定理 


在 George Polya 对分折所作的诸多贾献中, Erdos 最喜欢以下结 
论,一方而是 WK •出乎意料的结果，另一方而也因其漂亮的证明.设 

/ ⑷ = my 1 + ■•• + 6 0 

坫•个次数为 n > 1且汴项系数为1 的尨 多项式•将/( 2 )与集合 

C := {z^C:\f(z)\^2\ 

联系起来，即(：足那些被/映到复 f 而上以原点为 關心以 2为半衿 
的圆内的点构成的集合.闪此丐 n = 1时,[X:域 C 恰是•个直径为 4 
的圆盘. 

通过一个非常简中•的论 i|H p 61 ya 发现了以下关于集合 C 的漂 
公性 质： 

取复平面中任何一条直线 L 并且考虑 (：在 L 上的正交投 
影 C L , 则任何这种投影的总长度不超过 4 . 

所冇投影 C/ ，的 K 度之和不超过4 jiHI 么意思？我们将会; f? 到 C/, 足 
山冇限个互+相交的区 N 绀成，且上述条件衣明灿）+ 

…+ e(h) < 4,其中 nij) 表承区间的长度. 

通过旋转平而,我们知道只需证明当 L 是 S 平而上实数轴的怡 
形.冇广这哔注解，以 F 我们将陈述 Polya 的纺论. 

定理 1. 假设/(幻是一个次数至少为丨且首项系数为丨的复数多项 
式.我们定义 C = {zeC：\f(z)\ ^ 2} 并且令尺是 C 在实教轴上的 
正交 投影. 那么存在可以後盖尺的区间满足 

《(/〗）+ ...+仙）< 4, 

敁然 u = 1,这个 定押可 以达到上界.为丫获彳 y 关于这个定理 
的电多 A 观洲解，让我们來狞肴 M 样达到 | •.界4的多项式/( 2 ) = 

d - 2 •如果 z = x + iy^ -个复数，则; r 是其在实数轴上的正交投 
影. W 此： 


U = {x e R : X + iy e C 对于 Jit 吟 "}• 
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/⑷= 2 2 - 2 



读者可以很容易证明对于/( 2 ) = / - 2,我们有 a : + iy € C 当且 
仅当 

( x 2 + y 2 ) 2 < 4( x 2 - y 2 ). 

由上式得到: r 4 < ( z 2 + y 2 ) 2 彡 4 t 2 , 故: r 2 < 4,即 | x | 彡 2. 另一方面， 
对于任意 ^ = xe R (\ x \ ^ 2 ) 满足| 2 2 - 2 |彡 2 ,我们发现7?,正好足 • 
K 度为4 的区间 [-2,2]. 

作为证明的第一步，我们令 f ( z ) = ( z - c l )---( z - c n ){ c k = a k + 
ibk) t 且考虑实多项式 p ( x ) = ( x - ai ) ** ( x - a n ). & z = x -\-iy e 
则由 Pythagoras (勾股）定理我们 得到： 

1 :-叫 | 2 + | 2 /- 6 *卩= \ z - c k \ 2 . 

闪此对于仟意我们有 | a : -叫|彡即 

IP(:)I = | x - a ,|---| x - a n | < \ z - ci \--\ z - c n \ = |/( 2 )| < 2. 

故我们知道穴包含在 P= {x€R: |p(:r)| < 2} 中，并且如果我们可 
以证明后荇可以被总长度小于4的 K 间覆盖，则定理1得证.因此， 
定理1的主要证明来自于下述结果. 



定理 2. 假设 p ( z ) 是一个次數为 n > l ， 首项系數为1且所有根都是 
实数的实多项式.那么集合 P = {:c 6 R : | p ( x )| ^ 2} 可以被总长度 
不超过4的一些区间所 覆盖. 

根据 Polya 的论文[ 21 ，定理2是由如下著名的 Chebyshev 定理 
得到的.为了完备本章，我们在附录里给出了一个证明（源于 P 6 lya 
和 Szego 的优美展示). 

Chebyshev 定理. 

令 p (: r ) 是次教为 ri 彡 1 且首项系数为 1 的实多项式.则有 

⑵少 ㈨ | > 2^- 


首先我们给出以 K 一个直接的结果. 


Pavnuly Chebyshev 的头像在的苏推论.令 p (: C ) 是次教为 n 彡1且首项系数为1的实多项式.假设对 
联1946年发行的邮槳上 于任意属于区间 | a ， bj 的 a : 都有 | p (; r )| <2成立，那么 6 - a < 4. 
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■ 证明. 考虑置换2/ = - a ) - 1,这个映射将: r 的一个区 

间 [ a ，6 j 映满 j / 的一个区间 [-1,11. 对应的多项式 

Q(V) = P(^(2/+ U + a) 

的首项系数是且满足 

= m^ b \p(x)\. 

根据 Chebyshev 定理,我们推导出 

2 彡 aS b(x)l ^ (^) n 2^r = 2(^)", 

故6 - a < 4. □ 

这个推论使我们与定理2非常接近了.如果集合 V ^ {x : 
IpWI ^ 2} 是一个区间，则 P 的长度至多是 4. 但是集合 p 可能 
不是一个区间,这里我们给出一个例子,在这个例子中 P 包含两个 
区间. 

我们可以对 P 说些什么呢？因为 p (： r ) 是一个连续函数，我们知 
道无论如何 P 是一系列不相交的闭区间 l u I 2 r .. 的并，且 p (； r ) 将 
每个区间 /,• 的两个端点映成 2 或 -2. 这就说明了只可能有有限个 
区间 A ,…， / t ，闪为 pOt ) 只能将有限个点映成2或- 2. 

P (51 ya 精彩的想_就是要构造另外一个次数为 n , 首项系数为1 
的多项式 p ( x ), 使得 V ={ x : \ p ( x )\ ^ 2} 是长度至少为 /( A ) + ...+ 
£(/ t ) 的区间.上述推论证明了名⑹ + " .+■ (云）<4,这样我 

们就完成了证明. 

■定理2的证明•设 p ( x ) = (x - a])---(x - a n ), P = {x € R : 
IpWI < 2} = A U ••• U & 并且使得 A 是最左边的区间, / t 是最右 
边的区间.首先我们要证每个区间/,都包含 P ( a ；) 的一个根.我们知 
道将匕的两个端点映到2或 -2. 如果一个端点的函数值是2 
而另一个是-2,则 /) 中肯定存在多项式的根.因此我们假定两个 
端点的函数值都是 p (: r ) = 2 (对于 p (: r ) = -2的情形是类似的>.假 
设6 €心•是乃中 p (: r ) 的函数值最小的点，则 p '(6) = 0且 p '，(6) > 0. 
如果 P 〃(6) = 0,则6是 p \ x ) 的重根，由下页方框中的事实1我们知 
道6也是 p (: c ) 的根.另一方面，如果 p " ⑼ > 0,则我们可以由事实2 
推出 〆 &)< 0. 故不管 p (6) = 0还是 p (6) < 0,我们都可以找到一个 
介于6与&的其中一个端点之间的根. 



对于多项式 P(:r) = x 2 (x - 3 ) 我们得 
到 P = [1 - V^ ， I) U |1 + 3.21 


这里我们将要阐述定理最后的思想.令 / i ，…， / t 是如上所述 
的区间，并且假设最右边的区间 / t 包含 p(a:) 的 m 个根（按重数计 
算).如果 m = n ，则是唯一的 K 间（以上我们已证明),定理证毕. 
闪此假设 m < n , 并且令 d 是如图所示区间 / t _ i 和 / t 之间的距 
离.令 b U …， b m 是包含在区间 [ 内的 p ( X ) 的根 , Cv . Cn - m 是剩 
F 的根.我们记 P (： E ) = q ( x ) r ( x) y 其中 g ( x ) = (x - - b rn ), 

r ( x ) = (x - c!) … (: r-Cn_ m ). 设仍⑷ =g(z+d)r(z), 则多项式 p〆^:) 
也是次数为 n , 首项系数为1的多项式.对于任意 X 6/1 U --- U /,.! 
我们冇 {x + d-bil < | x-M (对于任意 i ), 因此 k (: r + d )| < \q(x)\. 
从而得到以下不 等式： 


另一方面，如果 a : € 则我们知道 | r (: r - d )| 彡 | r (: e )|， 故 

| pi ( x - d )| = \ q ( x )\\ r(x - d )\ ^ \ p { x )\ ^ 2, 

这就表明了 It - dCV } ={ x : | pi ( x )| < 2}. 

总之，我们知逍 A 包含 A U - U /,_, U ( It - d ) 且其总长度至少 
和 P —样大.注意到从 p (: r ) 到 Pl (: r ), 区间 Ay 和 / f - 合并成一个 
区间.我们得到结 论:由 Pl ㈤ 的区间 A ，…，厶组 成的巧 的总 K 度 
至少是£(/丨 ） + • •. + 〖(/ t ), 且其最右端的区间至少包括 Pl ⑻的 m 
个根.軍复这个过程至多 t - 1次， f 们最后得到一个多项式 p ( x ), 
a.V = { x : \ P ( x )\ < 2} 是长度为纟(尹 ） > £(/,) +…灿)的区间，这 
样我们就证明了定理. 口 


实根多项式的两个事实 

设 P(a:) 是一个只有实根的非零次多项式. 

事实 1•如果6是 //⑷ 的重根 ，则 6也是 p(x) 的根. 

■ 证明 • 令 6 i 〈… < 6 r 是 p (: c ) 重数为 si , ••- , s r , ^2 r j=l Sj = 
n 的根. 根据 p (: r ) = (x - bj)^h(x) t 我们得到如果 ~ > 2, ~ 
是 p\x) 的根，且~是 〆 ⑷的重数为 ~ - 1 的根.进一步地, 
在和 6 2 之间存在 j /( x ) 的一个根, 在知和 之间存在另一 
个……，且在 6 r q 和 6 r 之间还有一个,并且所有的这些根都 
是单根，因为- 1) + (r - 1) 已经是 p\x) 的次数 n - 1 
了. 故 p，(x) 的重根只能出现在 p (: r ) 的根中. □ 





项式的 P (51 ya 定理 



附录： Chebyshev 定理 

定理. 假设〆 ： r) 是次数为 n 彡1，首项系數为1的实多项式，那么 

一職〖 I 咖 )1 > ▲• 

在证明这个定理之前，让我们先看看等式成立的一些例子.边 
图描绘了次数为1，2和 3 的使上述不等式等号成立的多项式的曲 
线，事实上,我们将要证明对于次数 n, 恰好存在一个使得 Chebyshev 
定理中等式成立的多项式. 

■ 证明. 考虑首项系数为1的实多项式 p ( a :) =，+ + 

+ a 0 . 因为我们对 - 1 < z < 1 范围内的数感兴趣，所以我们多项式 Pi (4 = ^ P2 ( x ) = x 2 - 1 
令 a : = cost ?, g ( i )) := p ( cosi ?), 故得到如下关于 cos 沒的多 项式： 和阼⑷=^ - I 1 使 Chebyshev 定 

理中的等号成立. 

9 W = ( cost ? 广 + a Tl —“ cosW 1 + … + ao . ( 1 ) 

证明将按如下两步展开，这两步本身也是非常经典和有趣的结果 

( A ) 我们将展成所谓的 余弦多项式,即具有如下形式的多项式： 

SW = K cosnt? + b n _i cos(n - l)^ + ... + 6, cost? + ^. (2) 

我们要证明 6 fc eR 且 

( B ) 给定任意 n 阶多项式(表示是最高阶非零 系数） 

h W = A n cosm? + A n .., cos(n - l)i9 + • • • + A 0 , (3) 


















我们要证明 | A „| < max | M ^)|. 且将该不等式运用于 P ( t 9) 我们将得 
到定理的证明. 


( A ) 的 证明. 为了从⑴得到⑵，我们必须将所有的 ( cos ^) fc 展成余 
弦多项式的形式.例如,根据余弦的加法定理我们得到如下 等式： 

cos2t9 = cos 2 d - sin 2 d = 2 cos 2 t 9- l ， 

因此 cos 2 t 9= ^ cos 2 t 9+ i . 为了转化 cos 0 的任意次幂 （ cos #, 我 
们通过关系式 e - = cosx + isina : 来考虑复数 . 是模为1的复 
数(参看第5章方框中有关复单位根的内 容). 特别地,这个表明 

e mtf = cos nd -\-i sin nd . (4) 

另一方面， 

e ' nt9 = ( e itf ) n = (cos i 9+ i sint 9) n . (5) 

由⑷和 (5) 的实部相等,并且 i 4 ^ 2 = 一1, i 4€ = 1以及 sin 2 沒= 
1 - cos 2 9 ,我们得到 


cos rvd 


E Owl-co" 严 

GO \ / 

( 4 二 )㈣” - 2 d -⑺"广 • 


我们得到 结论: cosm ? 是 cost ? 的多项式, 


cosm ? = Cn(COS^) n + Cn-l(COSl9) n-1 + …+ Co. (7) 


对于任意 n >0 有 EaciGI )= 
2"- 1 成立••在 “需要”的时候我们 
在集合 {1,2,... ,n - 1} 中加人元 
素 n , 则集合 {1,2,.-. , n - 1} 的每 
个子集可以产生一个基数为偶數的集 
合{1，2，." ， n } 中的子集. 


从 (6) 我们得到最高次系 数是: 



现在我们回到我们的论述.归纳地,假设对于任意 k < n t ( cost ? 产可 
以表示成次余弦多项式，从 （7) 中我们可以得到 ( cost ?)" 可以表 
示成首项系数为 b n = ^ r 次数为 n 的余弦多项式. 


( B ) 的证明.令 / i ( d ) 是⑶中次数为 n 的余弦多项式，不失一般性我 
们假设> 0. 现在我们令 mW := A n cos 且有下式成立 


爪（吾兀）= (- l ) fc A n , X 寸于 A : = 0，1，... ，n. 



关于多项式的 


用反证法,假设 max <、，则 

在范围0 < A : < n 内对任意偶数 Zb 是正的，对任意奇数 fc 是负的.我 
们得到 结论: m ⑼- hW 在区间 [0, tt ] 中至少有 n 个根.但是这是 
不可能的，因为 m ⑻- / I ⑻是71 - 1次的余弦多项式，故其至多只 
有 n - 1个根. 

因此 ( B > 的证明完毕,同样 Chcbyshcv 定理的证明也完成. O 

现在读者可以很容易完成证明：即 p n (0) := ^ ryCOSm 9 是唯一 
一个首项系数为 1 且使得等式 max |^)| = ^成立的 n 次余弦 
多项式. 

我们称多项式 T n ( x ) = cosnt ?, x = cost ?, 为 Chebyshev 多项 
式（第一型 的)； 因此 2 ^ rT n ( x ) 是唯一使得 Chebyshev 定理中等式 
成立的次数为 n 的首1多项式. 
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Littlewood 和 Offord 的一个引理 


第 19 章 


在1943年 Littlewood 和 OtTord 4:他们关于代数方程根分布的 
茗作中， W*: 明了以下的 结果： 

令〜，办… ， a „ 为复数且对所有的 i , | a ,| > i . 考虑‘2” 个线 
性 组合： 其中心 e { i .- i }. 则落在任意半径为1 
的圆内的和的个数不超过 


々 log 
y/n 


r: 〉 () 是某个常数 . 


儿年后， Paul Erdos ilH 明了这个上界时且去掉了 logn 项.更有 
意思的是，他证明了这个结果併实上足 Spemer •定理的•个简单推 
论（见第23 $). 

让我们苻农所冇的 A 都 M •实数的怡形米找一点证明的感觉. 
+妨设所冇的％都是 lT: 的（若《, < ()，则把换为 - a ,, 把 q 换 
为-现在设一些组介落在某个 K 为2的 K 间甩 .令” 
{1,2, …， n} 表示桁标集.对每个 ^Ei(i,y 7 t /:={/€ A r : = 1}. 

现作苫对任意的两个这忭的子集冇/ g 广则 



John \i. Littlewood 


YL e， ' <lt ~ = 2 ^ a, ^ 2, 

ier\i 


矛 R 故这些集合 / 构成一个反链，从 lW 根椐 Spemer 的定现至多 Spcmer 定理 • 每个由 n - 集合的子集 
冇 (| ；； -2|) 多个线性绀介.山 Stirling 公式（见第 2 的我们得到 组成的反链的基教至多是 （卜 ; : 2 ), 


㈡“ 矢，獅 

' r 1 ^足偶数且所行的⑷=1，得到(；； 2 )个线性组介加 
起来都足 o . ^/] ix ； r « i ] ( 1 , 1 ) 我们就发现二 项父系 数给出 r 精确的 
上界. 

£『(168在|»^—篇文章 M 猜想 ( l ；； 2 J ) 也是复数情形的上界 （他仅 
能对菜个 r il ] •:明 c2 n n ~ 1 ^ 是可以的).朿实上在实 Hilbert 空间中， 
对满足 | a ,| > 1的向 Wa , ，…，〜，这个界也是成立的，此时 f •径为1 
1 M ] 被羚换力半柃为1的开球. 
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Erdos 是正确的，但历时二十年方有 Gyula Katona 和 Daniel Kleit - 
man 分别独立证明了复数的情形（或者等同于说，平面 R 2 的情况). 
他们的证明显然用到了平面的二维性质，所以还不清楚如何推广到 
有限维实向量空间. 

但是接着在1970年 Kleitman 证明了关于 Hilbert 空间的整个猜 
想，他的论证惊人地简洁.事实上,他证明的还要多.他的论证是当 
你发现了正确的归纳假设时如何着手的一个最好的例子. 

不熟悉 Hilbert 空间的概念的读者不用担 心： 我们并不真的需要 
一般的 Hilbert 空间.既然我们处理的不过是有限多个向量 ai , 考虑 
具有普通内积的实空间也就够了.下面就是 Kleitman 的结果. 


定理.令叱，…，知为妒中长度至少为1的向量, R u ^ , R k 
是5^中的 A : 个开区城且每 个戌的 直径度不大于 2. 那么在这 
些区域的并 U 抝中的线组合 eia “ q e {1, -1} 的个 
氣至多是 / b 个最大的二項式系数 （ f ) 的和.特别地，当= 1, 

就得到界 ( L n % j ). 

证明之前注意到这个界对下面的向量组是精 确的： 

a, = •• • = a n = a = (1 ， 0 ， -.. ， 0) T . 

事实上，若 n 是偶数，有 G % 个和加起来是百，个和加起来 
是 (-2) a , ( n / ^ f ,) 个和加起来是 2 a , 等等.选择半径为1的球.中心 
分别是 

—2 f 早 K …， （_2) a ， 0， 2 a ， …， 

得到 

G 士 」) + …+ ⑷ + (S) + (40 +… + (l4^j) 

之和在这个球里面.山于最大二项式系数从中心向两端分布，这 
正是我们承诺证明的表示(参见第2章) . 3 n 为奇数推理是类似的. 

■ 证明. 不失一般性，从现在开始假设凡互不相交.证明的关 
键是二项式系数的一个递推式，它告诉我们怎样把关于 n 的和关 
于 n - 1的最大二项式系数联系起来.置 r = L ^|± ij , S = 

则00, U ,),•••,(：) 是关于 n 的 A : 个最大的二项式系数.递推关 
系⑺ 0 + 表明 


自 0 = 自 ( n ' 1 ) 

=盂 ⑺ +| CT )， 

易见第一个和是把形如 r ； 1 ) 的 *+] 个最大的二项式系数加起来， 
第二个和是把 A : _ 1个最大的项加起来. 

Kleitman 的证明是对 n 归纳 : n = 1显然.鉴于（1)，我们只需证 
明分布在 fc 个不交区域的线性组合〜，..•，〜可以通过一 个双射 
与分布在 fc + 1个区域的或 A : - 1个区域的线性组合 ai ，…，〜^ 

对应起来. 

断宫.至少存在一个平移以后的区域构-〜与平移后的区 
域 7 ?i + a n ，• • ■ , Rk + d n 都不交 • 

欲证明断言，考虑这样一个弓 a n 垂直的超平面 H = { x : ( a n , 
x ) = c }: 所有平移了的区域凡+ 都在它的同一侧 〈 a n , x ) ^ c t y + 

并且其与某个平移了的区域的闭包接触，不妨设为伦+ 因为 
每个区域都冇界，这样的超平面是存在的.由均是开的，对任意 
的 x e R ; 以及均边界上的 j /, 有> - y | < 2. 往证 - a n 在// 

的另一边.假设不然，存在某个 : r €尺,使得 ( a u ,x - a n ) 彡 c , 亦 
H | l ( a n , x ) ^ | a ri | 2 + c . 

令 y +〜为片接触均+〜处的一点，即 y 在均的边界上， 

冇 ( a n ,y + o n > = c t 换言之 - y > = | a „| 2 - c ， 则 

{ a n , x - y ) ^ 2| a n | 2 . 

从 Cauchy - Schwarz 不等式推得 

2| on | 2 ^ ( a ni x - y ) < \ on \\ x-yl 

于是（由 | a „| 彡 1) 得到 2 < 2| a n | < 矛盾. 

剩 F 的就容易了.将位于出 U … U A 的组合 E &叫分为两类： 

把所有满足 h = -1, 或〜=1同时位于均的 E ： L ,^ a « 放在第一 
类; 把剩余的组合,即满足心=1并且在均之外& E ： L !^ ai 放在 
第二类.于是与第一类对应的组合 E ；= i l 位于 卜1 个不交区 

域 A +〜， • • • ，& +知及均- a n , 与 ▲二 类对应的组合 
位于 fc - l 个不交区域出-知，…，74（缺 R ^ a n ). 由归纳假设， 
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第一类含至多 EU-i r ； 1 ) 个组合，而第二类含至多 E：：r r ： 1 ) 
个组合，再由⑴就完成了整个证明,纯粹的天书证明. 口 
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余切与 Herglotz 技巧 


第 20 章 


涉及初等硪数的公式哪个 M 有趣° Jurgen Elstrodt 在他的优美义 
， [21 里（以下仿效其 叙述） 首推余切闲数的部分分式 展开： 

亡(土 + 占 ㈣ Z ). 

n=l 

这个优雅的公穴足 Euler F 1748^('-/!； 他的 名作 Introduc/io in Analysin 
Infinitorum W §178 中证明的，这 吋 算作他的 M 佳成就之 •. 我们还 "f 
将之写得4!优美 

7T cot. TTX = lim 7 - . (1) 

-x 乙 J J* + H 

II—- 

frl 须谇愤,求和 Enrz 7T7； 有点危险： W 为这个和只足条件收敛的， 
所以 K 值依赖 T “正确的”求和顺序. 

我们将想用惊人的简洁方式推异出⑴，这归功 f Guslav Her- 
glotz 的 “Herglotz 技巧”.作为开始，皆 

;V 1 

f ( x ) ：= 7 T cot TTX , q ( x ) := lim 〉 - . 

■〜• -*tc . x 十 n 

n = — N 

让我们试推出这两个 rfi 数足够多的共 M 性质, W 终秄出它们必是 M 

一个…… 

(A ) 闲数/与^在所冇非幣数俏处有定义, M 连续. 

W.lW 易见对余切闲数 f ( x ) = 7T cot 7TT = TT^ff 这是对的（见 
1%对 U ( x ), 先用& + 士二将 Euler 的公式改写为 



T 是关丁 (A> 须证对每个 r 交 Z, 




"X. 

E 

f#=i 





在 Z 的某个邻域一致收敛. 

为此，无需考虑第一项,即当71 = 1，或者任何使得 2 n - 1 < z 2 的 
项，因为只有有限多个这样的项.另一方面,与 n > 2及 2 n - 1 > z 2 , 
亦即 n 2 — z 2 > (n - I ) 2 > 0,这些项有界 

1 1 
< n 2 - x 2 < (n - I ) 2 ' 

以上的界不仅对: r 本身成立，还对: r 的某个邻域中的值都对.最 
后 E ( TrV 收敛(到誓，见第7 章) 这个事实提供了证明 （ A > 所需的 
一致收敛性. 

(B) f 与 g 都是以1为周期的函数,亦即 /(x + 1) = f ( x ) 与 g( x + 
l ) = 9 ( x ) 对所有的 a : e R \ Z 成立. 

由余切函数的周期是 tt , /的周期是1 (再看上阁).对 g 我们如 
下论证.置 

_) := E 土， 

则 



从而 


•9(x + 1) = + 1) = A lim o ^. 1 ( a ：) = ^(x). 


( C > f ^ g 都是奇函数,亦即有 f (— x ) = —/( a :) 与 g {— x ) = — g { x ) 
对所有的 o ：€ R \ Z 成立. 

函数 / 显然有这个性质，对分则只须观察到 g N (- x ) = - g N ( x ). 
最后的两个事实构成了 Herglotz 技巧： 首先证明/和 y 满足同 
一个函数方程，其次 h := f - 可以连续地延伸到整个 R 上. 

( D ) 函数/与 p 满足相同的函数方程： 

/(|) + /(宁)= 2/(外 



对 f ( x ) 这个结果来自正弦和余弦函数的和角 定理: 


/( f ) 十 /( 呼 M = 



sin ^' 


« cos ( 

= 2 冗 


¥ + ¥) 


2/(x). 


的函数方程来自 


〜 ( f ) +夕 AT (宁) 
t 式则是因为 


= 2 9 2 n ( x ) 


2 

27 V +1 


:+n - 2 (x + 2 n + x + 2 n + i ) 


现在看 


h ( X ) = f( X ) - ff( x ) = TTCOtTTX - (1 - [ - 2 21 3 . 2 ) - ( 3 ) 

n=l 

我们已经知道 /i 是 R\Z 上的连续函数，且满足性质 ( B ), ( C > 和 ( D ). 在 
整数点如何呢？从正弦和余弦函数的级数展开，或应用 de l^Hospital 
法则两次，我们发现 


= 0 , 


0时收敛到0, 


lim ( cotx - i ) = lim ? CQSX ~ sinx 
o 、 xJ x—o xsinx 

从而也有 

(tt cot nx - = 0. 

但由于⑶中的最后一个和式 ^ =1 当: ^ 一 

我们实际有 lim *( x ) = 0, 从而由周期 i 1 

x —♦0 

lim h ( x ) = 0,对所有 n e Z. 

x—♦n 

总结一下，我们证明了 


( E ) 对 : E e Z ， 置 ft ( x ) ••= 0,则/ I 成为整个 R 上的连续函数,且满 
足性质 ( B >, ( C ) 和 （ D ). 

我们已为最后一击准备就绪.既然/^是连续的周期性函数，它就 
冇个最大值 m . 令功为[0, 1] 中取得最大值 h ( x {) ) = m 的点.由 ( D >, 
有 


和角定理： 

sin ( a : 十 j /) = sinz cosy 
cos(i 4- s /) = cos i cos y 

=> sin(x + I ) = co ! 
cos(x + j ) = — sir 
sin z = 2 sin i cos : 


一 sin i sin j / 


= 1_ fr + ir-^ ± 
=:E •■餐 +飪_昝土 


+ = 2 m , 
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于是 / i ( 兮）= m . 重复之得到= m 对所有的 n 成立，从而由 
连续性 / i (0) = m •而 / i (0) = 0,故 m = 0,换言之对所有的 x e R , 
有 0. 因为 /t( ； r) 是奇函数,就不可能存在 Wa：) < 0, 从而对所 
冇的 z € IR ， 冇 h ( x ) = 0. Euler 的定理证毕. □ 

可以从⑴得到很多推论,最著名的一个是关于 Riemann zeta 函 
数在正偶数处取值的问题（见第6章的附录)： 

C(2A: ) = fl^k ⑷ 

n=l 

那么让我们看看 Euler 在几年后的 1*755 年是怎样处理级数 (4) 
的，以结束我们这敢从公式⑵开始.在⑵两端同乘 z ，再令 y = 
冗 X ， 我们发现当|2/| < 7 T 

ycoty = 


最后一个闪式是几何级数的和，所以 

购= 1 - 2 EE ( a 2 * 

= 

*=1 n=l 

于是我们证明了这个值得注意的 结果： 


-2 E 


=丌 2 n 2 一 


-2 Ei 




2 . 


对所有的 A : € N , 项在 j/coty 的幂级數展开中的系数等于 

[，严= -4 c (2^). (5) 

n=l 

另有一种也许“典型”得多的方法来得到 ycoty 的级数展开. 
从分析中我们知道 e 印= cosy - hisiny , 从而 


表明 


cos, = 


siny = 



ycoty = iy 




»~*y 


, 2 iy 


e i y - e 一岵 


= 叫 


e 2t y - 


作替换 2 = 2 以得 

z e z z z 

yCOiV = 2^1 = 2 + W ⑹ 

闵此我们所需耍的是闲数^ T 的¥级数 展开； 注意这个函数是定 
义在整个 R 上并且连续的（对 2 = ( )利用指数函数的幕级数，或者 
de「Hospital 法则可得结果为 1>. 记 



系数队被称为 Serrwum 数.⑹ 的左端是偶函数（亦即/⑷= 
/(-^)).故知对奇的 n 彡3冇凡= 0, [ W 说=-|对应 （6) 中 
的卷. 
flf 


( §令_” = ( E <)( S S ) 

通过比较 w 的系 数得： 

^ Bk j 1 当 n = l ， 

^ k ^ n - fc ) ! ~ 1 0当 n _ l . 



可以从⑻递归地汁算 Bernoulli 数 . 3 n = 1有说= 1 ,， 
有夸+氏= 0,亦即氓=-$，以此类推. 

现在我们几乎大功告成 :结合 (6> 与 (7) 即得 


购 = £-w = S 

再由⑶,就有关于 C (2 A :) 的 Euler 公式： 

1 _ (-.1)^12^-'^ 

~ (2^ 开 


(-1 产 2 2fc g 2; 

㈣ ！ 


(k 6 N ). 


读我们的 Bernoulli 数的表，则再次得到第7章的和式 E 士 
$进而 




1 _ 7 T 8 

n« = 9450 


~ 93555 


n 12 _ 638512875’ 




ifloj rotcfijmm ipfin* • E«r>or«ntCT anificio at'ibi 
(oMifMiirc Ikuk. quod idco hk ad^ioii, quod 


1748 年 Euler 的其作 《 Introductio in 

Analysin Infinitorum》 的第 131 jtf 
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C (10) 的 Bernoulli 数 S 10 =晶看上去还好,但是下一个 C (12) 需要 
的值 氏 2 = -黑 就在分子上有了一个大素数因子 691. Euler 首先 
计算了 C (2 fc ) 的几个值，而未注意到与 Bernoulli 数的关联，是这个奇 
怪的素数691的出现提醒了他. 

意外的是,既然当 A ： + oo , C (2/ c ) 收敛到1，方程⑼告诉我们 
数列 \ B 2 k \ 应该增长很快——这从前几个值里是看不出来的. 

对比之下，我们对 Riemann zeta 函数在奇数点 fc 彡3的值所知甚少; 
见第7章. 


参考文献 
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Button 的投针问题 


第 21 章 


1777年，一位名叫 Georges Louis Lcclerc (也就足 Comte de Buf- 
fon) 的法 W 贵族提出了下而的 问题： 

I 若将一根短针掷在一张有均匀横纹的纸上，那么针落的位置 
与橫线相交的概率是多大？ 

这个 概卒依 赖丁横纹纸上描线问的距离4也依 赖丁落 针的 K 度 
或冉说由比率$决定.我们希望考虑的是短针， KK 度满 足/彡 d. 
或荇说,短针不会 M 时交上两条横线（同时以芩的概申接触两根横 
线). Buffon 问题的答案也许令人 惊讶：里而包栝了数 tt . 

定理 （“Buffon 的投针问题”） 

若一根长度为6的短针,拋在橫线间距离 为 d 的均匀横纹纸 
上，则针落在一个与某条橫线相交的位置的概率恰为 

2 ( 

p H 



Lc* Comte de Buffon 


这个结果总味着可以通过实验彳! i 到 tt 的近 似值: 掷针 TV 次，得 
到正面的结果(相交斤次， jJj 备应大约是亦即 7 T 可以由^逼 
近. M 大规模（和最彻底的）实验也许是1901年山 Lazzarini 完成的, 
他甚至造广•个机器来把一根木棍抛掷3408次 （JI: $，横线 
相交的次数是1808次，从而得到近似 7T % 2 J ^ - 3.1415929..... 
这栢确到 7T 的第六位小数.足够好了！ (Lazzarini 选取的值直接联系 
到广为人知的近似 tt % 帶； 见第6章.这吋以解释3408和I，要知 
道§ . 糾08是355的倍数.电多关于 Lazzarini 的把戏参见[5|.) 

投针问题可以通过讣界定积分获得解决. F 而我们会那么做， 
用这种方法还可以解决 K 针的问题.但是 I860 年山 E. Barbier 发现 
的天书 i 正明足小：要积分的，它只要冉 £•- •根不 M 的针…… 



拋一根任意的针，可长可短.则产生的交点数的数学期空是 


E = py + 2/>2 + 3p：j + … 
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其中 P , 是针落下后刚好有1个交点的槪率，巧是刚好有2个交点 
的概率, p 3 是刚好有3个交点的概率，等等. Buffon 所问的是得到至 
少一个交点的概率 



V = 妁 + P2 十 P3 +… . 

(针恰好落在某横线之上的事件,以及一个端点在某横线上的事件的 
概率都是0,所以在我们的讨论中将它们忽略不计 .） 

另一方面，如果针是短的，则得到多于一个交点的概率为零，的= 
P 3 = ••• = 0, 故有尺 =;>:所求的概率正是交点数的期望.如此 
表述极为重要， 闪为我 们就可以用到期望的线性性 (参 见第14 章） 
了.事实上，记抛掷一根长为 f 的针所产生的交点数的期望为 E (£). 
若 《= x + 则可考虑长为 x 的“前端”与长为 y 的“后端”，得 

E{x-\-y) = E(x) 


因为交点数总是恰好等于前端产生的那些加上后端产生的那些. 

在这个“函数方程”上对 n 归纳表明,对所有的 n e N 冇 E ( nx ) 
=⑷，进而 



= E(rn:x) = E(nx) = nE(x) y 

故 E(rx) = rE(x) 对所有的 有理数 r € Q 成立. 此外， E(x) 显然 
在; r > 0 内单调,从而在 x > 0 内有 E ( x ) = cx ， 其中 r = £；(1) 是某 
个常数.那这个常数是什么呢？ 

为此我们用一些不同形状的针.事实上，让我们抛一根“多边 
形” 的针： 它包含几个直线段，总长度 也是& 那么其产生的交点 
数（以1的 概率） 就是各个直线段产生扣交点数之和.所以，由期望 
的线性性交点数的期望再次有 



E = cL 

(直线段的组合方式规则或者不规则并不重 要！） 

Barbier 解决 Buffon 投针问题的关键是考察了一根直径为 rf , 即 
长度为 x = dn 的圆形针 C 7. 这样一根针如果掷到横纹纸上会产生 
刚好两个交点，总是如此！ 

这个圆可以由多边形逼近 • 想象一下,在抛圆针 C 的同时我们 
拋一个内接的多边形 针^, 以及一个外切的多边形针每条 
与 Pn 相交的横线也必与 C 相交，同时若横线与 C 相交也必与尸” 
相交. 闵此， 交点数的期望满足 
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E{P n ) < E(C) ^ E(P n ). 

现在和 P 都是多边形,故两者交点数的期望都是 “ C 倍的长度”, 
对 C 的期望则是2,代回上式得到 

ci(Pn) ^ 2 ^ c£(P n ). ( 1 ) 

当 n — oo , 尸„与 P 都逼近 C . 特别地， 

lim £(P n ) = dir = lim i(P n ). 

n—oo n-^oo 

于是当 n — * oo , 由 （1) 得 

cdn ^ 2 ^ cdn y 



从而 □ 
但我们也可以用微积分证明！得到一个“ 简单” 积分的关键是 
考虑针的 斜率; 不妨设其落在与水平线成 a 角的位置，且 a 的取值 
范围是0 < « < f . (由对称性不计斜率为负的情形，因为它与正斜 
率时概率相等 •） 落在斜率为 a 处的针高度为 bin a ， 与间距为 d 的 
横线相交的概亨•是于是对可能的角度 a 取平均值，就得到 
概率 



如果是长针，只要 ^sina ^ d , 亦即角度满足0 < a < arcsinf 概 
率就是相 同的： 但若角度 a 更大，针就必定穿过横线，故概率 
是 1. 从而对 f 计算得 


V 


- UL 


arcsin(<i/^) 


£ sin a 
d 


da 


W /2 


、(偶 


1 如) 


= 紐 - c H 


arcsin(d//) 


( l - arcsin ^)) 


油 1 u - ■略 



由此可见，长针的答案不那么漂亮,但它提供给我们一些有益 
的练习：证明（“安全起见”）以上公式在^ d 时得出$，概率依^严 
格递增，以及当£ + oo 时概率趋于 1. 
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鸽笼与双计数 


第 22 章 


一些数学原理，比方说本章标题中的两个,是如此显然，以致于 
人们或许以为其只能给出同样明显的结果.为说服人们•‘那可不一 
定”,我们演示一些 Paul Erdos 建议的包含在数学天书中的例子，而 
在后儿章也会再遇到它们. 


鸽笼原理. 

若把 n 个物体放在 r 个盒子里, r * < n * 那么至少有一个盒子 
包含多于一个物体. 


好，这的确显然，没什么需要证的.用映射的语言则可以这样叙 
述我们的原理 •• 设/ V 和《是两个冇限集合且 



N \ = n > r = |/2|， 


一只鸟眼中的鸽笼 


再令 f : N — R 为一个映射，则存在某个^ e ft 使得 |/- 1 (a)|^2. 
我们还可以讲一个更强的不 等式: 存在某个 aeR 使得 

1/-〗 ⑷ | >旧. (1) 


事实上，否则的话将对所有的 a 有 I /- 1 ⑷ | < ^从而 
r ~： = n , 矛盾. 


E 1/一 1 ⑷ 


< 


1•数 

断言. 考虑教1，2,3，... ，2 n , 任取其中的 n + 1 个，則这 n + 1 
个數中必有两个彼此互素. 

这仍是显 然的. 一定有两个数彼此只差1，从而互索. 
现在让我们把问题反过来. 

断言. 仍设4 Q {1,2,-.. ,2 n } 且 | A | = n + l , 則4中总有两 
个教使得其中一个能被另一个整除. 
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若将 n + 1抟换为 n , 两个结 
果都将不再 为真： 为此分別考虑* 
合{2,4,6，... ，2 n } 与 {n + l，n + 
2,… ,2 n }. 


读者或许乐于证明对 mn 个数上面的 
命题不再成立. 


这就不那么显然了.根据 Erdos 所说，他在吃饭的时候把这个 
问题讲给年轻的 Lajos P 6 sa , 餐毕 Lajos 就有了答案.这个问题始 
终在 Erd 6 s 最欣赏的数学“启蒙”问题之列.是鸽笼原理为它提供 
了（肯定的）答案.记每个数 a € 4形如 a = 2* m , 其中 m 是1 
与 2 n - 1之间的奇数 • 山于>1里有 n + 1个数，但仅存在 n 个不同 
的奇数部分，4里就至少存在两个数有相同的奇数部分.从而某个 
数是另一个的倍数. 口 

2. 序列 

这是 Erd 6 s 的另一件珍宝，它来自 Erd 6 s 和 Szekeres 关于 Ramsey 
问题的一篇文章. 

断言. 在由任意 mn - f -1 个互异的实数组成的序列 ai , a 2 ,... , 
a m „ + i 中，要么存在一个长为 n + 1的递增子序列 

a “ < a l2 < • • • < a im+1 (i, < i 2 < … < i m+1 )， 

要么存在一个长为 n +1 的递减子序列 

% > > ••- > ajn-fl O'l < j'2 < … < jn+l)y 

也可能两者都存在. 

这一次稍缓 W 应用鸽笼 原理. 对每个〜令 G 表示从 a , 开始的 
最长递增子 序列的长度.若存在某个 i ， 使得 ti ^ m + u 则我们有 
了 K 为 m + 1的递增子序列.那么假设对所有的 i , 有 A < m . 函 
数厂 ai — ~把 { ai ，…，0^ +1 }映到{1， …， m } 里面这一事实 
则告诉 我们: 根据⑴，存在 K {1，... ， m } 使得对某 + 1 = n+l 
个数〜有 /(叫） = s .今 , a J2 , •• - , a in+1 ( j , < ••- < j n + i ) 表尔这 
些数.观察连续的两个数七 •，乂 +1 •若％ < 取从％ +1 开始长 

为 s 的递增子序列，则存在从％开始的长为 .s + 1的递增子序列. 
由/(以）= S ， 这不 可能. 我们于是得到了一个长为 n + 1的递减子 
序列 〜， > a h > -> a jn ^. □ 

这个关于的调序列的看似简单的结果有一个相当深刻的在图 
的维教上的推论.这 M 无需介绍一般图的维数概念，而仅仅定义完 
全图的维数，描述 如下： 令 TV = {1，... ， n}，n > 3,考虑 TV 上 
的 m 个换 7H ， … ， 7T m . 称这些置换巧表示如果对任意三个 
互异的数0, A : 存在置换 7 T 使得 k 在 i 与 j 之后 . 的维数就是使 
得有表 7 K 7 TI ， …， 7 T m 存在的最小的 m . 


第 22 章 鸽笼与双计教 
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例如 dim ( K :i ) = 3, W 为 二个数 字都必须在® 后位置出现一 
次 •• 7T, = (1,2,3), 7T2 = (2,3,1), 7T3 = (3,1,2). 那么 AT 4 呢？首 
先注意 dim ( K n ) ^ dim(AT n+1 )： 仅在 K n+1 的表示 里刪去 n + 1. 
故 d \ m ( K 4 ) ^ 3. 而事实上通过取 

7n = (1,2,3,4), 7T 2 = (2,4,3,1) ， 7T 3 = (1,4, 3, 2) 


可知 dim ( A ) = 3. 不难证明 dim ( K 5 ) = 4,但是接着令人惊奇的是 
直到 n =12 维数一直停留在 4 ,然后 dim (/^ 3 ) = 5. 

所以 dim ( K ) 看起来是个很难控制的函数.不过并非 如此！ 当„ 
趋于无穷， dim ( K n ) 事实 h . 是个很好的闲数——找到下界的关键是 
鸽笼原理.我们断言 


7T1 ： 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 4 

7T2 ： 2 3 4 8 7 6 5 12 11 10 9 1 

7t 3 : 3 4 1 11 12 9 10 6 5 8 7 2 

7T4 ： 4 1 2 10 9 12 11 7 8 5 6 3 


这四个置换表示 / C 12 


dim(/C n ) ^ log 2 log 2 n. (2) 

由于我们看到关于 n 单调,故只需对 n = 2 2I> + 1验证⑵， 
即证明 

dim(/C„) ^ p+ 1 ， 3 n = 2 2P -h 1. 

假设不然， dim ( D 彡 P . 令〜，… ， tt p 为 TV = {1，2,…， 2 2P + 1} 
的表承置换.现在我们连续 p 次应用关于单调子序列的结果.在^ 
中必存在长度为 2 2P * + 1的单调子序列禹（递增或递减并不重 
要)•在 tt 2 中考察集合小中的元素,再用一次单调子序列的结果，找 
到 n 中山 的长为 2 2P - 2 + 1的单调子序列中的元素当然也 
在 7 H 中单调.继续下去，最终找到一个大小为2 2 ° + 1 = 3的子序 
列斗 它在 所有的 置换巧中都 单调. 令= ( a ,6， c ), 则在 所有的 
〜中或者 a < 6 < c ，或者 a > 6 > c . 但这是不可能的，因为本该有 
个置换使得6出现在 a 和 c 之后. o 

正确的渐进增 K 率由 Joel Spencer (上界）和 Fiiredi ， Hajnal , Rod ! 
与 Trouer (下界） 给出： 


dim(A„) = log 2 log 2 n + (备 + o(l)) log 2 log 2 log 2 n. 

似这 还不足全部.最近, Morris 和 Ho § ten 找到了一种方法，本质上建 
立了 dim ( K n ) 的确切值.利用他们的结果和计算机，我们就得到边 
栏上的那些值.这真/不起！只要想想大小为1422564 的置 换有多 
少个.判断 7 个抑或8个置换刚好可以表示 K l422564 该是多么困 
难啊？ 


dim(A r n ) ^ 4 <=> n 彡 12 
dimC/Cn) ^ 5 -81 
dim(/C n ) < 6 <=> n < 2646 
dim(/C n ) ^ 7 <=» 1422564 
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Paul Erdfis 把下面这个鸽笼原理的漂亮应用归功于 Andrew Vdzsonyi 
和 Marla Sved: 

断言. 给定 n 个不一定互异 的整数 a ,,--- , a n , 则必存在连 
续的整数 a / c + i , a fc+2 , ••- 其和 Ef =/ c + i 叫 是 n 的倍数. 

置 N = {0,1，… ， n } 及只={0,1， … ， n - l }. 考虑映射/: AT — 

R , 其中 /( m ) 是 ai +.. + a m 被 n 除的余数.由 | W | = n+l > n = |吼 
一定存在两个和〜+…+ a fc ，a +…+ w ( A : < f ) 有相同的余数. 
以上第1个和可能是空的,此时取为 0. 于是 

5Z a * = J2 ai ~ J2 ai 

»=*：+i »=i t=i 

余数为 0. 证毕. 口 

让我们转向第二条 原理： 使用两种方法计数.这指的是以下的 
方法 • 


双计数 • 

设给定了两个有限的集合 H 与 C 7 以 及子集 S C Rx C . 
当 （ p ， 的€5时,我们称 p 和 g 是关联的.令7>表示和？€丑 
关联的元索氣义表示和 g € C 关联的元素数，那么 

Yl r P = 1 5 1 = Yl c <r ⑶ 

peR gee 


不证 自明： 第一个和把 S 里的对按照第一个元素分类,第二个 
和按照第二个元素分类. 

把集合 6’ 画出来是个好办法.考虑矩阵 S 的关联矩阵>1 = (a^)， 
其行和列分别由与 C 里的元素标记，使得 



当 

3(p,<?) i S . 


如此设置,可见 r p 是4的第 p 行元素的和，而 c 9 是第 g 列元素之 
和.因此⑶的第一个和把4的元素按行加起来（即对 S 的 元素计 
数),第二个和则是按列加起来. 
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下面的例子应该可以说明这个对应.令尺 = c = { I ， 2 ,…，8}， 
且曹 S = 于是得到边栏的矩阵（只显示非零的元素1〉. 

4. 仍旧是数 

看边栏的 表:第 j 列里1的个数恰为 j 的因子数，用 《( j ) 标记 
之.现在问当 j 从1增加到 n y t ( j ) 平均有 多大？此即要求量 


2 3 4 5 6 


㈣ = :⑺. 


对一般的 n J ( n ) 是多大？乍看上去颇为无助.当 P 是素数，有咖) 
2;而对 2* 却冇很大的值 t {2 k ) = k + l . 所以 t ( n ) 跳动剧烈，这让我 
们怀疑 t ( n ) 也差不多如此.亊实正相反！双计数的方法给出了一个 
意外而漂亮的答案. 

对整数1到 n 考虑（如 上的） 矩阵汰按列计数得到 t ( j ). 
那么第 i 行有多少个1呢?非常简单,这些1对应 i 的倍数: li ，2 i ， …， 
而最后一个不超过 n 的倍数是 Ifji . 闵此 

- n - ri t n n - 

j=i i=i *=i i=i 

以上当每一项由 LW 近似为？，误差不超过 1. 现在最后一个和是 
第 n 个调和数//„， W 此有 H n - l < t ( n ) < H n . 参考第2章对札 
的估计就有 


3 4 5 6 7 8 


t(n) 11 § § 2 2 I 孕 | 

f ( n ) 的几个初始值 


logn- 


H n — 1- 


f(n) < H n 


于是我们证明了这个非凡的结论,尽管 t ( n ) 飘忽不定,均值 f ( n ) 
却表现 优美： 它和 bgn 上下只差不到 1. 

5.图 

令 G 为冇限简单图，其顶点集为 V ,边集为 £；. 在第11章我们 
已经定义了顶点^的度即以 r 为一个端点的边的数目.图中 
的例子里，各顶点1，2,…，7分别具冇度数3,2,4,3,3,2, 3. 

大部分阁论书以下面的结果开头（事实上我们已在第11，17章见过 
了)： 

E = 2 吼 ⑷ 
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考察 S C V x £；，其中 S 是对 ( v , e ) 的集合，要求 v € V是 e G £的 
一个端点.对 S 双计数一方面给出 E« e v d ( v ), 因为每个顶点对和 
贡献了 rf( V ) 那 么多; 另一方面给出 2\ E \, 因为每条边有两个端点 .口 
结果 (4) 看上去如此简单,却有许多重要的推论，我们在下文中 
将讨论其中的一些.本节则挑出一个对图的极 值问题 的优美应用， 
问题 如下： 

假设 G = { V y E ) 是一个具有 n 个顶点但不含长度为4的 
圈（记为（7 4 )的图，亦即不含子图口.那么 G 最多可以有多 
少条边？ 

例如,边栏中5个顶点的图不含4 - 圈且有6条边.读者容易 验证: 
在5个顶点的情况下最多可能的边数就是6,而且该图事实上是唯 
一的5个顶点、6条边而又没有4 - 圈的图. 

现在看一般的情形.令 G 为 n 个顶点的不含4•圈的图.如 
上用 d( W ) 表示 u 的度数.现在对集合 S 用两种方法计数 ： S 是 
对 (W，{U，7/?}) 的集合，其中 U 与 U 和 W 与都相邻,且 V 一 《；. 换言 
之，对所有的 

进行计数.关于 u 求和,我们得到 |S| = Euev ( V )- 另一方面，每 
个对 { v , w } 有至多一个邻居（由不含 C 4 的条件).所以 |S| < (〗),从 

而 s o 0 

或者说 

5Z d M 2 ^ 咖 -i) + E d M- ⑻ 

uev uqv 

下面（在这个类型的极值问题中相当典型）针对向量 KuO, , 
rf(un)) 和 （1,1, … ，1) 应用 Cauchy-Schwarz 不等式，得 

(5 Z d(u )) 2 ^ n Z ^( w ) 2 ， 

u€V uev 

从而由 （5), 

⑷ ) 2 < n 2 (n- l) + n^d(w). 
uev uev 


应用 (4> 我们发现 


4|E| 2 < n 2 (n - 1) + 2n |£* 


或 
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| g | 2 -^ lgl - n -^-~— ^ 0. 

解对应的二次方程我们就得到下面的 Istvan Reiman 的结果. 

定理 .若 n 个顶点的图 G 不含 4-圈作 为子图，则 

\E\ ^ (1 + v/4^3)J . (6) 

当 n = 5有 | 吲 < 6,上面给出的图表明等号可以成立. 

双计数如此容易地给出了边数的一个上界.一般地， (6) 这个界 
有多好呢？下面的美妙例子[2】[3】[6】表明，它几乎是确界.在这类 
问题上,有限几何经常提供帮助. 

介绍这个例子时我们假设读者熟悉整数模素数 p 得到的有限 
域 Z p (参看第4 章). 考虑 Z p 上的7维线性空间 A ：, 通过 A ： 构造下 
面的图 G p . G p 的顶点是一维子空间 [vj := span Zp { v }, 0 v e X, 

且两个这样的子空间 M, IH 有边相连当 P 

(v y w) = ViWi + V 2 102 + v^w 3 = 0 . 

注意从子空间取哪个# o 的向 a 并不关键.用几何的话说,顶点就 ( m ， o ) (0 ^> 0) 

是上射影空间的点，而当 w 落在 V 的极线上时 M 与 M 相邻. m G2： 其顶点是7个非零三元 
例如图 G 2 不含4-阐，有9条边，儿乎达到了 （6) 给出的界 10. 组 ( Xi y , z ). 

我们将证明这对任意的素数 p 是对的. 

先证 C p 满足不含 C 4 的条件.若 [ u ] 是[叫和 M 的共同邻点， 

则 u 是线性方程组 

V\X 4- V 2 y + V 3 Z = 0 
wix + W 2 V 4 - w^z — 0 

的解.由于 v 和 W 线性无关，解空间维数是1,从而公共邻点 M 是 
唯一的. 

下面看 C p 的顶点数，仍用双计数.空间 X 包含 P 3 - 1个參0的 
向 ffl . 由于每个一维子空间含 p - 1个 〆 0的向量，可知 X 有@ = 
p 2 + p + 1个一维子空间，即 G p 有 n = p 2 + p 十1个顶点.类似地， 

每个二维子空间含 p 2 - 1个/ 0的向量，闵此包含# = p + 1个 
一维子空间. 

剩下要决定的是 G p 的边数，或者由（4>，只需知道度数.由 
的构造，和 [ u | 相邻的顶点都是方程 


( 0 , 0 , 1 ) 



lilX + U2V + U^z 


0 


⑺ 
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<0 1 




0 

0 


0 1 0 
1 0 0 
0 0 1 
1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 


0 0 
1 0 
0 1 
0 0 
1 0 
0 1 


Ch 的矩阵 



的解 .（7) 的解空间是个二维子空间,所以有 P + 1个顶点与 [ ul 相邻. 
但须谨慎， IX 本身可能也是（7> 的解，那将导致仅有 p 个顶 点与卜 j 
相邻. 

总结一下，我们得到了以下结 果:若 落在锥线 X 2 +^ + 2 2 =0 
之上，则 d ([ u ]) = p , 否则 d ([ u )) = p + 1. 因此，剩下的任务就是找到 
落在锥线 

x 2 + y 2 + 2 2 = 0 

上的一维子空间的数目.让我们先看一下这个结果，稍后再证明. 
断言. 方程 + = 0的解 ( x , y ,2) 恰有 p 2 个，所以（排 

除 零解） G p 恰有@ = p + 1个度数为 p 的顶点. 

利用这个结果就可以结束对的分析. 度数为 p 的顶点有1 
个,因此度数为 p + 1的顶点就有 （ p 2 + p + 1) - ( p + 1) = p 2 个.利 
用(4)，我们得到 

|£；| = (P+ WP , P 2 (P+ !) = (P+ 1) 2 P 
2 2 一 2 

= ^(l + (2p + l)) = ^(l + V 4p^4 P+ l ). 

置 n = p 2 + p 十 1, 最后一个方程化为 

I 芯 I = + ^ 4n "" 3 )» 

这几乎与 (6) 吻合. 

现在证明 断言. 以下的论证是线性代数的优美应用，用到了对 
称矩阵和特征值.在第3 4 章我们 还会看到这种方法，这并非巧 合:两 
个证明出 A Erd 6 s , R 6 iiyi 和 S 6 s 的同一篇文章. 

用 vi , v 2 , ••- , v p 2+ p +1 表示前述久的一维子空间，它们两两 
线性无关.类似地，可以用相同的这些向量标记二维子空间，对应 
于 U = ( u u u 2 , u 3 ) 的子空间就是 （7) 中方程 up + u 22/ - hu 3 z = 0 
的 解集. （这当然不过就是线性代数中的对偶原理 .> 所以根据（7)， 
由％ 表示的一维子空间包含在由化表示的二维子空间里面当且 
仅当 {Vi,Vj) = 0. 

现在考虑如下定义的 ( p 2 + p 十 1) x (?> 2 +尹+1)矩阵力= ( aij ): 
4的行与列都对应〜，■••， t; p3+pfl (对行列也这样标记)，且 

^ := ( h 当 < V < ，巧〉 =0 , 

1 0,否则. 


鸽笼与双计数 


A 是实对称矩阵，且当 ( v if Vi )= O t 即当％在锥线 d +沪+ 2 2 = 0 
上时 ，叫 = 1. 于是只需证明 

tr ( i 4) = p + 1. 

线性代数告诉我们迹 tr ( A ) 等于特征值之和.決窍在 这里： 尽管 A 
看上去麻烦，矩阵 X 2 却很容易分析.注意两个 事实： 

• A 的每行恰含1个1 . 这表明 p + 1是4的特征值，因为>11 = 
(P + 1)1, 这里1是全由1组成的向量. 

• 对于任两个相异的行％,巧，恰有1列与这两行相交处都是1 ( 这 
个列对应 v ilVj 生成的唯一的那个二维子空间). 

由以上事实，知 

p+1 1 … 1 

1 P + 1 … 1 

• • • 

• • • 

• • • 

1 1 • • • p + 1 

其中/是单位矩阵， J 是元素全为1的矩阵.现在, J 有特征值 p 2 + 
P +1 (1 重)和 0( p 2 +p 重). 故 A 2 有 1 重的特征值 P 2 +2 p+l = ( p +1) 2 
和 P 2 + P 重的特征值 p . 由于4是实对称矩阵，可以对角化,我们发 
现4有特征值 p + 1或 - (p + 1) 及总计 p 2 + p 重的特征值土#由 
上面的第一个事实, 最大 特征值必定是 p +1. 设斤是 r 重，而-^ 
Ms 重的，则 

tr (4) = ( p + 1) + ry/p - sy / p . 

由于迹是整数,一定有 r = \故 tr (/ I ) = p + 1 . 这样我们就达到目 
的了. □ 

6. Sperner 引理 

1912年 ， Luitzen Bixmwer 发表了著名的不动点 定理： 

每个从 ri 维球到它自身的连续函数/： B n —> B n 都有不动 
点（满足 f ( x ) = x 的点 a ; € B n ). 

1维是区间的情形,从中值定理易得.但对高维的情形 Brouwer 
的证明用到了复杂的工具.所以发生在1928年的如下事情着实令 
人惊讶:年轻的 Emanuel Sperner (时年 2 3岁）给出了一个简洁的组合 
结果， Brouwer 的不动点定理和连续双射的维数不变量都可以从中 
推得.此外，与 Sperner 的精巧引理般配的是它同样美丽的证明 一 
用的是双汁数. 
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以下讨论 Spemer 引理; Brouwer 定理的第一个非平凡情形，即 n = 
2时的情形,将作为推论.读者将之推广为更高维数的情形应该不会 
遇到闲难（对维数！ H 纳). 

Spemer 引理 • 

假设顶点为 Vi , V 2 , K 3 的“大”三角形被三角剖分（即分解为有 
限多个拼在一起的“小”三角形). 

设将三角剖分后的顶点用集合{1，2,3}中的数“着色” •• V ；得到 
颜色 i (对每个 i >. 沿着 V ；到 K 的边上仅有颜色 i 和 j 被用到 （i / 

但内部的顶点选取颜色 1，2 或 3 是任意的. 

那么一 定存在.•三着色”的小三角形.其顶点得到了全部的三种 
颜色. 

■ 证明. 我们证一个更强的结论： 二 .着色的三角形数不仅不足0,而 
且永远是奇的. 

考虑三角剖分阁的对偶图，但不取全部的对偶边，而只保留那 
些当它穿过的边的两个端点着色分别是 （+ 同的 )1 和 2 的对偶边. 
这样我们得到一个“部分对偶 图”： 其顶点的度为1，若对应的是 =• 
着色的三角形;度为2,若对应的5角形仅有两种颜色1和2;度为0, 
若对应的三角形里颜色1和2不都出现.于是 只有三 着色的三角形 
对应奇度数的顶点（度为 1). 

然而，对偶图里对应三角剖分图外部区域的顶点是奇度的：事 
实上沿着长边 V ,到 V 2 , 在颜色1与颜色 2 之间变化了奇 数次. 所以 
部分对偶图有奇数条边穿过这条长边，并旦其他两条 长边都 不冋时 
含有颜色1和 2. 

现在由于任何有限图里的奇度点是偶数个(根据方程 (4)>，三着 
色的小7角形（对应对偶图内部的那奇数个奇度顶点）必有奇数个. 
□ 


利用这个引理,容易导出 Brouwer 的定理. 


■ Brouwer 不动点定理的 证明. （当 n = 2) •令△.为舻中以 ei = 
(1,0,0), c 2 = (0,】，0)和 e 3 = (0,0, 1) 为顶点的三 角形. 闵为 △ 同胚 
于二维球 S 2 , 只需证明每个连续映射 /：A — A 都冇不动点. 

令 S ( T ) 表示三角剖分了里最长边的长度.容易构造一个△的 
二.角剖分的无穷序列使得最大长度组成的数列 6(1) 收 
敛到 0. 这样的序列可以直接构造，也可以归纳地构造,例如令 7 i +l 
为按照重心细分. 


鸽笼与双计教 


对每个这样的二角剖分，给它们的顶点 v 进行三 着色: A ( V ) := 
min{t : /…)； < 的},即 X ( v ) 是最小的 i 使得 f ( v ) - t ; 的第 i 个 
坐标是负的.只要/没有不动点，这个定义就是合理的.这是因为 
每个 v e A 都在平面 : ci + + a ：3 = 1上，所以5^扒= 1. 闪此 

若 f ( v ) # v , 则点 f ( v ) - v 至少有一个坐标是负的（也至少有一个 
坐标足•正 的). 

先验证这个着色满足 Spemer 引理的条件.首先，顶点 ei 必为颜 
色 i , W 为 /( e .) - ei 可能为负的坐标仅冇第 i 个.其次, 若 v 落在 
与 q 相对的 K 边上，则％ = 0. 所以 f ( v ) - r 的第 i 个坐标不可能 
是负的，也就是说 V 不会具有颜色 i . 

Spemer 引理于是告诉我们在每个三角剖分％里面都存在三着 
色的彐角形使得 A ( v fc:i ) = i. 顶点 ( v k:1 ) k>l 构成的 
序列不一定收敛,何由于笮纯形 △ 是紧的必存在收敛的子序列.用 
对应的子序列代替三角剖分 7 i (为方便仍用 T k 表示 X 可设 ( v^) k 
收敛到点 V € △.另一方面沪 2 和沪 :3 到的距离最多是 S ( T k ), 
也收敛到 0. 所以点列 （ V :2 ) 和 ( v k :3 ) 收敛到相同的点 v . 

那么 /( v ) 在哪呢？已知对所有的 fc , f ( v kA ) 的第一个坐标小 
于的第一个坐标.由于/连续, f ( v ) 的第一个坐标就小于或等 
Tv 的第一个坐标.对第二、第三个坐标也如此.于是 f ( v ) - V 的 
坐标都不是正的，这与假设 f ( v ) ^ v 矛盾. 口 


参考文献 

[1) L. E. J. Brouwer: Uber Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Math. 
Annalen 71 (1912), 97-115. 

[21 W. G. Brown: On graphs that do not contain a Thomsen graph, Cana¬ 
dian Math. Bull. 9 (1966) ， 281-285. 

[31 P. Erdos, A. Rdnyi & V. Sos: On a problem of graph theory, Studia Sci. 
Math. Hungar. 1 (1966),215-235. 

[41 P. Erd6s & G. Szekeres: A combinatorial problem in geometry, Com- 
posilio Math. (1935) ， 463-470. 

[5) S. Ho§ten & W. D. Morris: The order dimension of the complete graph. 
Discrete Math. 201 (1999) ， 133-139. 

|6| I. Reiman: Uber ein Problem van K. Zarankiewicz, Acta Math. Acad. 
Sci. Hungar. 9(1958),269-273. 

[71 J. Spencer: Minimal scrambling sets of simple orders, Acta Math. 



纽合教学 






有限集上的三个著名定理 


第23章 


在本章中我们考虑组合数学的-个嵇本卞题:冇限集= {1.2, 
• • •，n} 的一些子集组成的特定集族7的性质和基数.我们从两个 
经典结果 开始： Spcmer 定理和 ErddKo-Riicio 定理.这两个结采的 
共问特点 是它们 都被证明了很多遍，还冇它们各「1幵辟了组介集合 
论的一个新领域苻上 i 归纳法足证明这两个定理的0然途径，似 
我们此处要讨论的论 ilH 颇为 不同而 发人深思. 

19 28 年 ， Emanuel Spemer 提出并 ft d 解决厂这样一个问 题：给 
定集合 A : = { h 2 ,…， n }, 称 A : 的些 子集构成的集族7为反链， 
若，中没有哪个元素是7另一个 T 集.反链最大可以是多少？很 
明 V ,所有的 （•- f 集构成的族 •&. 满足反链的要求 ， H 二 （；；). 
在二项式系数中找大的（见第2 勒 HT 以得到大小为 （二） = 
ma ^ (?) 的反链. Spemer 定理则断言没有史大的了. ” 

定理1•一个 n - 集合的最大反链的基数是 ). 



Emanuel Sperncr 


■ 证明 . 诸多 ill: 明中， David Lubell 的那个大概足最简短最优美的 
T. 设只是 仟意的一个反链，忭证彡 (；；,,). 证明的关键是考 
虑子集组成的链 0 = a, c c, c r 2 C • • • C C r , = ,V. 且赀求 
$ 上= 0,… ，n 时 .|(7,| = i 冇多少个链呢？ 显然，吋以 通过把中 
的元尜 - •个一个加上 去来得 到链，所 以刚好 有」 V 的所冇莨换那么 
多个链,也就是 n! •进-•步 ， M AeT 研究有多少个链包含 A 这也 
桃 • 从0 fU 可以把]中的元素•个一个加 J ： 九然后从4幵 
始把剩卜 '的元 家一个一个加卜•去良到 .V . 故若4含 A. 个元素，则合 
起来就冇 A •如- A.)! 个这样的链.注总 M、 •可能冇链问吋穿过 JT 中两 
个不同的元尜 Z 和/?， W 为7是个反链. 

力广2成定理的 ilH 明，令 m A . 表示 JT 中的人._ P 集，则 = 
^^=0^- 根据我们的 i、j •论，穿过7中某个元素的链的个数为 


k\ (n - A-)!, 



rfn 这个数不会超过 所有链 的数目 n !. 所以 


组合数学 


检 验：当 n 为偶数时所有的§-子 
集构成的集族，以及当 n 为奇数时 
所有的 V - 子集构成的集族和所有 
的子集构成的集族确实 是仅有 
的 达到最大基数的反链！ 


^ k}(n - k)l / ， . ^ m k , 

Ar =0 U， k=0 \ k ) 

将分母换为 M 大的二项式系数,于是得到 

…，亦即内=容，“(‘」)， 

证毕. □ 

我们的第二个结果则属于完全不同的性质.仍考虑集合 tv = 
{ 1，…， n }. 称子集族 JT 为 相交族 ，若 JF 中任两个元素至少有一个公 
共元.几乎可以马上发现最大的相交族的基数为2^^若4 € JF ， 那 
么其补集= 7 VVI 与4相交为空,故不能出现在7里.所以相交 
族最多可以有所有的子集数2” 的一半那么多的元素 ， BP |7| < 2- 1 . 
另一方面，考虑含有某个间定点的所有子集，例如含有1的所冇子 
集构成的族 J ^， 则显然|6卜2- 1 ,问题就解决了. 

现在问这么一个 问题： 若要求每个子集有同样的基，比方说 fc , 
那么7最大可能的基数是多少？称这样的族 为相交 fc - 集族.不妨 
设 n > 2 A :， 否则任两个 fc - 子集必相交，故无需证明.用上面的思想， 
取含固定点（如 1) 的所有 A :- 子集当然可以得到满足条件的集族 
M 然 A 里的子集可以通过把1加到{2,3,…， n } 所有的 （/ b - l )- 子 
集里得到，因此巧| = (-：；). 还可以更 优吗？ 不 一 这就是 Erdos - 
Ko - Rado 定理. 


定理 2 •当 n > 2 fc ， 一个 Ti - 集合的相交 A> 集族最大可能的基数 



当 n = 6 时的圆周 C . 黑色的几条边 
描绘出一条长为 3 的圆弧 . 


1938年 ， Paul Erdos , 柯召 （Chao Ko > 和 Richard Rado 发现了这个 
定理,但直到 2 3年后才将之发表.此后众多证明和变形纷至沓来，但 
下 面的 ⑴ Gyula Katona 给出的证明格外优雅. 

■证明. 证明的关键是一个乍看上去和我们的问题毫不相干的简 
单 引理. 考虑被 n 个点分成 n 条边的圆周 C . 每条长为 k 的弧包 
含 A : + 1个连续的点和它们之间的 fc 条边. 

引理. 设 n 彡 2 fc ， 且设有！条长为 fc 的互异的弧, A ,使得任 
两条弧之交非空， 则纟彡 

为证引理，注意 C 的每一点至多是某1条弧的端点.事实上, 
若次，4有公共的端点 t ;， 则它们不得不向相反的方向延展（丙为 
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它们是相异的).但由 n > 2 A : 它们将不会有公共边.固定由于每 
个 彡 2) 与山有公共边 ，次 的一个端 点是禹 的内点.从上面 
看出这些端点各不相同，而 A x mk - l 个内点，所以 A 之外只能 
有至多 fc _ 1条弧,加起来至多有 fc 条弧.引理得证. 口 

现在继续证明 Erd6s-Ko-Rado 定理.令只是一个相交 /b- 集族. 
考虑上述有71个点, n 条边的圆周 67. 取环排列 tt = ( ai ， a 2 ，…，〜)， 
将叫依 (硕时 针写在 C 的各边上.对满足其 / c 个元素 连续地 出现在 C 
上的集合 >4 € JT 计数•由于 JF 是相交族，引理告诉我们至多有々个 
这样的集合.这对所有的环排列都如此,又因为一共有 （n - 1)! 个环 
排列,故以上的方式产生了至多 


fc ( n - 1)! 


个7中的集合，其元素连续地出现在某个环排列上.对固定的集 
合>1 € 我们计数了多少次呢？很 容易： 如果4的 A : 个元素是按 
照某种顺序连续出现的，则>1出现在 7 T 里.而我们共有 A ：! 种可能连 
续地书写 A 以及 （n - 幻!种方式将剩余的元索排序.因此结论是阂 
定的集合恰好出现在 A:!(ti - A :)! 个环排列里面,从而 


^1 < 


^( n - 1)! = _ ( n - 1)! _ 

^(n - A :)! _ (k - l)!(n - 1 - (/c - 1))!= 



我们仍可以问包含某个间定元素的 fc - 集族是不是唯一达到最 
大基数的 情形 . ^in = 2 k 时这当然 不对. 例如，当 n = 4及= 2时 
集族{1，2}，{1，3}，{2,3}的基数也是 （?） = 3. —般地，当 n = 2/ b 时， 
可以通过任意选取子集4与其补集 N \ A 这一对中的某一个来 
得到基数为= ( rl ) 的最大相交 I 集族•但当 n > 2/ b 时，包 
含某个阂定元素的特殊集族确实是唯一的情形了.读者请试着内己 
证明. 



当 n = 4, = 2时的一个相交集族 


最后，我们转向第三个结果,这或许是有限集合论中扱重要的 
基本定 理了： Philip Hail 在1935年证明的“婚姻定理，它打开了今 
天所谓匹配理论的大门，且有广泛的应用，其中的一些我们随后还 
会看到. 

考察有限集 X ^ X 的子集山，… ，烏 （不一定互异).称序 
列 …， xj {小，… t A n ) 的一个 相异代表系， 若 Xi 两两 互异， 
且对所有的 i 有而€木. 简称为 SDR 的这样的一个系统当然未必 
存在，例如当某个 集合次 是空的 . Hall 定理的内容就是关于 SDR 存 
在的确切条件. 
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—个临界族 


给出结果之前让我们从人的角度阐释一下，从中明白其俗称婚 
姻定理的缘 由：考 虑女孩的集合{ I ，... ， n } 与男孩的集合 X . 当 xe 
女孩 i 与男孩 x 有结婚的可能，即浅是女孩 i 的所有可能对象 
的集合.存在 SDR 则表示存在每一个女孩都得以与自己喜欢的男孩 
结婚的集体婚配模式. 

回到集合，我们的结果陈述 如下： 

定理3•令山，… ，求 为有限集 X 的一些子集.它们存在相异代表 
系当且仅当对每个1彡 m 彡 n , 任意 m 个子集木的并包含至少 m 
个元素. 

必要条 件是显然的： 若某 m 个集合次的并含有少于 m 个元素， 
则这 m 个集合就不能被互异的元素代表.令人惊讶的事实（导致了 
普适的 应用） 是这个明显的条件也是充分的 . Hall 的原始证明相当 
M 杂,随后出现了众多不同的证明，其中下而这个（属于 Ea - sterfieid , 
被 Halmos 和 Vaughan 亟新发现的）也许是 M 自然的. 


■证 明. 对 n 归纳.当 n = 1 时显然 .令 n > 1，且设{山，…，人} 
满足定理的条件，该条件以下略为 （ H ). 对1 < € < n ， 称 f 个集合糸 
为临界族，若它们的并集的基数刚好为&下面我们分两种情形讨 
论. 


情形 1. 不存在临界族. 

任取 : r € A …从 A ： 中去掉 j ：， 考虑集合/^，…， A f n _ i % 这里次= 
次\{4•由于不存在临界族，任意 m 个集合 < 的并仍包含至少 m 
个元素.因此由归纳法知存在 { A ;， …，的 SDR n ，…， x n _,. 
令〜= o :， 合在一起就给出了原来集族的 SDR . 

情形 2. 存在临界族. 

里^排序后可假定 { Au -, A ( } 是临界族，则有 Ai^X 
满足 I 又 I = ^■山 f < n ， 应用归纳可得存在4，…，山的 SDR . 即存 
在又中元素的排序 A ， …，^使得对所有的 i 有^ e 次. 

考虑剩下的集合 A /+ly ... ,A U , 任取它们中的 m 个.根据条件 (H>， 
山，…，&和这 m 个集合的并包含至少《+ m 个元索，所以这 m 个 
集合在又之外还包含至少 m 个元索.换言之，集族 

Af + i\X t • • • , A tl \X 

也满足条件 (H). 归纳假设给出山 +1 , • •. ，4的在又之外的一个 SDR. 
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将其与 X ,,.-. , x , 合在一起，我们得到所有集合 A, 的一个 SDR. 证 
毕. 口 

正如我们提到过的, Hall 的定理是如今已很宏大的匹配理论领 
域的开端 [6]. 在诸多变形和分枝中让我们提一个特別冇意思的结 
果.我们请读者来自行 证明： 

设集合 Ai ，“. ，力„的基數都是 k^l , 并且没有元素含在多 
于 A: 个集合里，则存在 A: 个 SDR 使得对任意的 i, 次的 A: 个 
代表元是互异的，从而合在一起构成丄. 

这个美丽的结论或许可以开后新的婚姻模式. 
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洗牌 


第24章 


一副牌要洗多少次才会变得随机？ 

对随机过程的分析是生活中熟识的活动（“高峰时间开车到机 
场要多久 ?”), 数学中也如此.当然,得到有意义的答案严重依赖于问 
题的提法.就洗牌的问题而言,这意味着我们必须 
• 确定一副牌的数 0 (例如 n = 52 张 牌)， 

• 说明洗牌的方式(我们将先分析顶牌随机插人的洗牌方法，再分 
析更实际有效的流插 ( riffle ) 洗牌)，以及最后 
• 解释在怎样的意义下“随机”或“接近随机” 

因此本章的目的是分析流插洗牌方法，这归功于 Edgar N . Gilbert 
和 Claude Shannon (1955, 未发表）以及 Jim Reeds (1981, 未发 表). 我们 
是根据统汁学家 David Aldous 和由魔术师改行成为数学家的 Persi 
Diaconis 的著作[1】.我们不会涉及最精确的结果，即: 7次流插的确 
足够将 n = 52张卡片变得相当接近随机，而6次流插则不行，但 
我们将得到上界12,而且顺道看见一些极为优美的 思想： 停止规则 
与“强一致时间”的概念、强一致时间约束变差距的引理、 Reeds 的 
逆向引理以及由此把洗牌肴作“逆分类”的阐释.最后，所有这些都 
会归结到两个非常经典的组合问题，即赠卡收集者和生日悖论.那 
么就让我们从这两个问题开始吧！ 

生曰悖论 

随机地取 n 个人，比方说某门课程或者讨论班的听众.他们的 
生闩各异的概率是多少？采用通常的简化假设 （每年 365天,不存在 
季节差异，没有双 胞胎) 这个概率是 




Persi Diaconis 当魔术师时的名片.在 
后来的一次采 W 中他 讲到 : “ 若你 A 称 
是斯坦福的教授，则会受到人们 尊重 ; 
但若你说 Eid 足设计 * 术戏法的，他 
们则想避免你和他们的女儿相识 


P ( n ) = 如一忐). 


♦ V 



A4 
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组合数学 


^2x a -\l-x)s = 

Ol 

= - Yl x9s 

S》1 S》1 

=^ X -(3+ l ) - 

8^0 a^O 

= !>’ = 占 

s >0 

最终加的是一个几何级数 ( 见第 6 章 ). 


当 n = 23,这比 | 还小(所以叫“生日悖论”!)，当71 = 42时小于百分 
之9,而当 n > 365时就确实为0 了 < “鸽笼原理”,见第22章).这个 
公式容易理解——把人们按某个固定的顺序排 起来： 若 fH 个人有 
互异的生日，那么第 ( i + l ) 个人不把事情搞砸的概率是】-—，闪 
为还剩下365 - i 个日子可供选择了. 

类似地，若将 n 个球各自独立随机地放到 K 个盒子里，则没有 
盒子装了多于1个球的概率是 


P (^ K ) = II ( 1- ^)* 

1=1 


贈卡收集者 


孩子们买摇滚明星(或者足球明星）的照片，放到自己的影集里. 
但是他们买的东两装在不透明的小信封里，所以不清楚将会得到哪 
张照片.如果一共有 n 张不同的照片，到每张照片收集全一共买下 
的卡片数的期望是多少呢？ 

等价地，从一个装着 n 个不同球的碗中随机选取，每次取一个 
球再放 M 去搅成原状.平均来讲，到每个球都被选取至少一次时一 
共取了多少次球呢？ . 

若已经取过 A : 个不同的球，那么下一次取的不是新球的概宇. 
是^所以需要恰好 s 次选取才得到下一个新球的概率是(|)-*(1- 
吾).于是得到下一个新球的期望值是 

非广(4)一占 

1 n 

这个计算可以从边栏的级数里得到.因此，把 n 个不同球中 的每个 
都取到至少一次的期望值是 

n_l 

v -' 1 n n n n rr t 

= ^ + + = nHn % nlogn ' 

Ar=0 n 

f ： 而的界就是我们在第 2 飱得到的调和级数.所以蹭卡收集者问题 
的答案 就是： 我们期待大概 X 要71 log n 次选取. 

以下的估汁是关于需要比 nlogn 显著多次试验的概率.若 K 
表示需要的选取次数（这个随机变量的期 M 值是 E [ V n \ ^ nlogn ), 
则对 n 彡1和 c 彡 () ，需耍多于 m := \n logn + cnl 次选取的概率是 


ProbfK , > m ] ^ e ~ c . 
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事实上 ，若总 表示球 i 没有在前 m 次被选中这一事件，则 

PrnblVa > m ] = Prob |^(^ Ji 4 iJ ^ Prob [ i 4 j ] 

i i 

=n(l - i) m < ne-^ n < e_ c . 

现在取一副有 n 张卡片的牌.按它们出现的次序标记丨到 Ti , 
则标号“1”的卡片在最顶上，而 “ n ” 在最底下.令表示1 ，... ，n 
上的所有置换.洗牌意味着把某个随机的置换应用到卡片的顺序上 
去.理想地，这应与说是我们把 7 T G © n 中任意的置换应用到初始 
顺序（1，2，. • •，71) 上，每一个都有相同的概 率击. 那么仅操作一次整 
副牌就按顺序 7 T = (7 T ⑴， 7 T (2)， … ,7 T ( n )) 排列，而这将是一个完美 
的随机顺序.但是实际中发生的并非如此.实际上，在洗牌过程中只 
有某些 S 换会出现，也许它们还并不是都冇相同的 概率， 而这个操 
作会重复一定的次数.在那之后,我们预期或者说希望整副牌至少 
是“接近随机”了. 


顶牌随机插入洗牌法 

如下 操作： 取整副牌顶上的那张，将之插入 n 个不同的可能位 
置，每个位置的概率是^那么就应用了下面置换中的某一个 



»n), 


简单的计箅表明 （1 — 士广关于 n 递 
增，且收敛到 1/e. 故对任意的 n 彡1, 
有（1一5广< S 成立. 



顶牌随机插人 


其中1 < i < n . 这样洗一次，看起来整副牌并不随机,事实上我们期 
待需要很多次这样的操作才会达到目的. 

—种典型的顶牌随机插人的洗牌方式是这样的 （取 n = 5): 







怎样衡 M “接近随机”呢？概率学家发明了 “变差距”作为一种随机 
程度的 度量： 考察整副牌的 71! 个不同排序方式的概率分布,或者等 
价地,对疢的 n ! 个不同筲换 a € ©„ 的概率分布. 




两个例子是由 


组合数学 


E ( id ) = 1， 

E ( tt ) =0，其他情况 

给出的初始分布 E， 以及由 

U( tt ) = iT , 对所有的 7 T€© n 

给出的均匀分布 U. 两个概率分布 Ch 与 q 2 的 变差距 定义 如下： 

IIQi - Q 2 II : = h Yl IQi ( 丌 )- Q2(tt)|. 

w€©n 

置 S := {TT e : Qi ( tt ) > Q 2 ( tt )}, 利用 E.QlW = E. Q2( tt )= 
1，可将上式改写为 

IIQ1-Q2II = m^c | Qi (5)- Q 2 (5)|, 

SQ&n 

其中 Qi(S) ：= Z.esQiM- 显.然我们有◦彡 ||Ch - Q 2 || < 1. 以下， 
••接近随机”将被解释为“到均匀分布有小的变差距”.这里初始分布 
和均匀分布的变差距相当接近于1: 


对玩牌者来说《关心的问题不是“一 
百万次洗牌后到底离均匀分布多近？ ”, 
而是“洗7次牌够了 吗？" 

(Aldous & Diaconis [1]) 



l|E-U|| = 1-iy. 

顶牌随机插人一次后,也没有显著 改善： 

叩- U " = ^(^ TTT - 

在顶牌随机插人 A : 次后，上的概率分布记为 Top - fc . 那么当 A : 变 
大，即当我们重复洗牌， || Top ^- U || 怎样变化呢？类似地，其他类型 
的洗牌方式又如何？ 一般理论（特别地，有限群上的 Markov 链； 参 
见 Behrends [3]) 表明对比较大的 A : ,变差距 d ( A :) := UTop ** - U || 以 
指数速度收敛到0,但不能解释实践中观察到的“突变” 现象: 进行 
一定数目4的洗牌之后， d ( k )“ 突然” 快速收敛到 0. 边白是这种情 
况的一个图解. 

强一致停止法则 


Aldous 和 Diaconis 的强一致停止法则抓住了本质特征，其思 
想令人惊叹.想象赌场经理密切观察洗牌的过程，分析每一步应 
用到牌上的特定皆换，然后在一些步骤之后根据他观察到的置换 
喊“停 !”. 则他用一个 停止法 則结束了洗牌过程.这只是依靠已经 
应用过的（随机） 置换. 如果对任意的 k ^ O 下面的条件成立，就称 
停止规则为强一 致的： 


只要 过程在刚好 A : 步后停止， 就有 得到的置换分布是均匀分 
布（确切的! >. 

令 r 为停止规则告诉经理喊“停!”时经历的步数,则这是个随 
机变量.类似地， A : 次洗牌后卡片的排序由随机变量 Xfc 给出（在 ©„ 
中取值).这样,停止规则是强一致的,若对所有合适的值 / C ， 有 

Prob [ X k = n\T = k ] = ^ 对所有 tt e 

以下三个方面让这个模型有趣，有用，且值得 注意： 

1. 强一致停止规则 存在: 很多情形下它们也很简单. 

2. 此外,可以进行分析:试图决定 Prob[T > k ] 经常引出简单的组 
合问题. 

3. 它会给出变差距，例如= || Top - fc - U || 的有效的上界. 

比方说，顶牌随机插人洗牌法有一个强一致的停止规则 

“当最低一张卡片（标号为 n > 第一次被插回全副牌时，停止 
事实上,如果我们在洗牌过程中追踪卡片 n ， 






t 2 


则看到整个过程中这张卡片下面的那些牌的顺序是完全一致的.所 
以，$卡片 n 升到最顶端然 后再随 机地插回来，整副牌就均匀分布 
了;我们只是不知道这件事发生的确切时间（但是经理看得见). 

现在让7；表示第一次有 i 张卡片在 71 下而时所需的洗牌次数 
这个随机变量.故须决定 


T = T , +( T 2 - T l ) + ..-4-( T n _ 1 

的分布 • 但是每一个加项恰好对应着赠卡收集者问题: T ； - 7^,是 
顶牌插人到 n 下面的 i 个可能位置的时间.所以这也是赠卡收集者 
从第 （n _ i ) 张照片到第 ( n-2 + l ) 张照片所需的时间.令 K 表示 
这个人收集到 i 张不同照片时一共买过的赠卡，则 


= V , + ( V 2 - V ,) + • • • + ( Vn-l - Vn - 2 ) + (Vn - V n - l ). 



且我们已经看到对任意的 < 和 J •，有 ProMTi -7^ = = Prob [ K»_, + i 
- V n . i = j \. 所以贈卡收集者和顶牌随机插入的洗牌者执行的这两 
个彼此独立的随机过程的序列是等价的，只不过是相反的方向（赠 
卡收集者越往后越 难). 因此，我们知道顶牌随机插人洗牌法的强一 
致停止规则所需的时间大于 A : = rnlogn-f cnl 步是以小概率发生 
的： 

Prob [ T > A :] ^ e ~ c . 

这反过来意味着在 fc = fnlogn + cnl 次顶牌随初^插入的洗牌后，我 
们的牌就“接近随机”了， W 为下面的简洁但重要的引理告诉我们 

d ( k ) = || Top * fc - U || ^ e _c . 

引理. 令 Q : R 为任意的概率分布，其定义了洗牌过程 Q * fc ; 

且有强一致的停止规则，其停止时间为 r . 则对任意的 A ： 彡0， 

HQ "* - U || ( Prob[T > k ]. 

■证 明.若 a ： 是取值 于©^ ，概率分布为 q 的随机变 a ， 记 x 取 
{1 5 C © n 的概率为 Q (5). 于是 Q ( S )= Prob[X 6 S ], 且在 Q = U 
的情形有 

U (5) = Prob [ A -€5] = 

对每个子集 S … 可得々 步以后我们的牌按照 S 中的某个 

»换排列的概率是 

Q mk { S ) = Prob [ X fc e S ] 

=^2? rob [ X k eS A T = j ] + Prob [ X k £ S A T > k ) 

j 弘 

= 5 ZU (5) ProblT = j ) + Prob [ X fc 6 5| T > A :]. Prob[T > A :] 

= U (5 )(l - Prob[T > A :]) + Prob [ X ^ € 51 了 > • Prob[T > k ) 

=U(5) + (?rob[X k €5|T>fcI-U(5)) • Prob[T > k\. 

由于 

Prob [ X k € 5| T > / c ] - U (5) 

是两个概率的差,绝对值至多是 1, 从而 


|Q* fc (5) - U(5)| < Prob[T > A:. 


□ 
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这是我们完成关于顶牌随机插人式洗牌法分析的关键地 方：我 
们已经证明了下面这个为达到“接近随机”所需的洗牌数的一个上 
界. 

定理1 .设 c > 0, 々 \ n \ ogn - {- cnl 且一副牌有 n 张.则在进行了 A : 
次顶牌随机插入的洗牌后，到均匀分布的变差距满足 

d ( h ) := || Top * fc - U || ^ e - r . 


容易验证，如果顶牌随机插人的洗牌次数明显少于 n log n ， 变差 
距 rf ( Ar ) 保持较大.这是闵为较少次数的洗牌不足以破坏最底下那些 
牌的相对次序. 


，然，顶牌随机插人洗牌法效率极低——根据我们定理中的 
界，要想把一副 n = 52 张卡片的牌混合好，需要多于 nlogn ^ 205 
次顶牌随机插人.闵此我们现在把注意力转向一种有趣得多,也现 
实得多的洗牌模型. 


流插式洗牌 

这是赌场庄家的操作 方式： 他们拿起牌，分成两部分,然后互相 
交叉嵌人，比方说从两半的底部按某种不规则的模式开始落下卡片. 

流插仍 m 只是把某些说换作用到 牌上; 我们开始假设卡片从1 
到 n 标号，其中1是顶卡.流插洗牌确切对应着使得序列 


(7T ⑴， 冗(2) ， … ， 7T(n)) 



包含两个交错的增序列的置换 7 T 6©. (仅对单位置换是1个增序流插式洗牌法 
列〉, 故对 n 张卡片的牌共有 2" - 71个不同的流插. 



事实上，如果分摞使得1：面的《张卡片在心手 （0 < « < n ), 其 
他的 n - f 张卡片在左手,则共有（〗）种方法来交错两手中的卡片， 
都产生不同的置换——除了对每个 i 都有一种可能来得到单位置 
换（译 者注： 此处及以下的两个递增子序列®求分别形如1，2，...，《 
和 t + 1，... ,71.). 
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组合數学 


现在还不清楚流插洗牌有怎样的概率分布，由于业余与职业的 
庄家洗牌方式不同，并没有唯一的答案.尽管如此，下面这个首先 
由 Edgar N . Gilbert 和 Claude Shannon 在1955年发展起来的模型（当 
时是在传奇的贝尔实验室“通讯数学”部)有几个 优点： 

• 优雅，简单，看上去自然， 

• 把业余爱好者洗牌的方式模拟得非常好， 

• 便于分析. 

以下是 ©„ 上概率分布 Rif 的三种等价 描述： 

1. Rif R 定义如下 

学，若 7 T = id ， 

Rifh ) := 若 tt 由两个递增子序列组成， 

0， 其他情况. 

2. 从牌中以 ^(7) 的概率拿掉 < 张卡片，放在右手,剩余的卡片放 
在左手.现在，当右边冇 r 张卡片，左边有£张卡片时,以；^的 
概率“落”右手的底牌，冋时以+的概率落左手的底牌.重复 
这一过程！ 

3. 逆洗是从牌中取一个子集的卡片,拿出来，再放到剩余卡片的上 

逆流插洗牌对应除了一个“降位”以 头——保持两摞牌的相对次序.这个动作是由所取的子集决定 

外完全递增的置换 TT = (7T(1)，... ， 的： 以相同的概率取所有的子集. 

TT ( ri )) (仅 有中位 置换没有降位 .） 等价地，给每张卡片随机、独立地 以概率| 分配标号 “0” 或“1”， 

再把标 “0” 的卡片移到顶部. 

易见这些描述产生相同的概率分布.关于 （1) (3) 只需注意 
到当所有标0的卡片恰好取所有标1的卡片的上方就得到单位 
置换. 

以上定义了我们的模型.从哪里开始分析呢？使之接近随机需 
要多少次流插？这里我们不去探求精确的最优解，但会给出一个相 
当好的答案,这要综合三个 步骤： 

(1) 分析逆流插洗牌法， 

(2) 描述一个强一致停止规则， 

(3) 证明分析过程的关键由生日悖论给出！ 


定理 2. 在一副 n 张卡片的牌上操作次流插洗牌后，到均勾分布 
的变差距满足 
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■ 证明. 0 ) 我们事实上分析逆流插洗牌，试图得出从初始分布 
到（接 近） 均匀有多快.逆洗牌对应由 Rif ( TT ) ：= Rif ^- 1 ) 给出的 
概率分布. 

每 个笛换 有唯一逆的事实以及 U (7 T ) = U (7 T - 1 ) 导致 
|| Rif fc - U || = || RiT fc - U ||. 

(这是 Reeds 的逆引理!） 

( 2 ) 在每次逆流插洗牌中，每张卡片被分配了数字 0 或 1 : 



如果我们记下这些数字——比方说写在卡片上一那么 A 次逆流 
插之后，每张卡片上有了一个 A : 位的有序数字串.我们的停止规则 
是： 

“当所有卡片得到互异的数字串，停 

此时，牌中的卡片根据二元数字 6 fc 6 fc _ 1 ..-6 2 6 1 排序,其中~是 
卡片在第 i 次逆流插洗牌中得到的数字.由于这些数字完全随机、 
独立，这个停止规则是强一致的！ 

下面的例子中有 n = 5张卡片，需要做 r = 3次逆洗牌然后停 
止： 



(3) 停止规则需要的时间了的分布由生日悖论确定，取 A ： = 

把两张卡片放在一个盒子里，当它们有相同的标签 6 ^^… 626 , € 
{ 0 , 1 }*. W 此共有 K = 2 fc 个盒子， rfH 某个盒子含有多于 1 张卡片的 
概率是 . 

?rob[T>k\ = 1 一 冇 

如前面所见，这给出了变差距 || Rif * fc - U || = || Rif * fe - U || 的上界 .口 





k 
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d { k ) 


2 

3 

4 

5 

6 


10 


1.000 

1.000 

1.000 

1.000 

0.952 

0.614 

0.334 

0.167 

0.085 

0.043 


根据〖21. 次流插洗牌后的变差距 



那么我们需要洗多少次牌呢？当 n 比较大时大约需要= 2 \ og 2 ( n ) 
次洗牌.事实上,对某个 01， 置 k := 21og 2 (cn), 我们发现(用一点 
微积分) P [ T > k \^ l - er ^ 

具体说，当有 n = 52 张卡片时，通过定理 2 中的上界算得 d (\0) ^ 
0.73, d (12) < 0.28, d (14) ^ 0.08, 所以 /b = 12 在实践意义上应该 
是“足够随机”了.但我们“在实践中”并不洗12次牌，因为更细致 
的分析表明那么多次并不真的必要（结果在边栏给 出). 对流插洗牌 
的分 析是气 前活跃的关于什么是“足够随机”的正确度 a 的讨论的 
- 部分. Diaconis [4] 提供了关于最新进展的一个导引. 

事实上,这重要吗？是的，的确 重要: 在仅仅三次好的流插之后 
一副重新排序了的 52 张牌看起来已颇为随机……但实际并非如 
此. Martin Gardner [5, 第 7 $】描述了一些令人惊讶的牌技，那正是 
建立在这样一副牌的隐藏的顺序之 上的！ 
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洗牌 



格路径与行列式 


第25章 


数学的精华部分是证明定理.于是,这就成了数学家们要做的 

他们证明定理.但是说实话,他们真正想证明的，一生中一次就 
够了的,是引理，例如 Fatou 在分析中的那个引理，数论中的高斯引 
理,或者组合数学中的 Burnside-Frobenius 引理. 

那什么样的数学命题是真正的引理呢？首先，它应该适用于比 
较广泛的情形,甚至是看起来无关的问题.其次,这个命题应该一看 
上去就是显然的.读者的反应也许正是有点 嫉妒： 为什么我没有先 
注意到呢？第三,在审美的层面上，引理——包括其证明——应该 
是美丽的！ 

在本章中，我们看这样一个数学推理的杰作,首先出现在 Berm 
Lindstr 6 m 的1972年文章中的计数引理.这个结果当时没怎么受到 
$视，直到1985年才瞬间成为经典:那年 Ira Gessel 和 Gerard Viennot 
再次发现它，且在一篇精彩文章中展示了这个引理如何可以在多种 
困难的组合计数问题上应用. 

出发点是矩阵行列式的通常置换表水.设 A / = ( rriij ) 是实 
的 n x n - 矩阵，则 

detM = ^2 m l<r(l) m 2a(2) - - - ^ n <r(n), (1) 


其中 tr 遍历所有的 {1,2,---,71} 上的置换, a 的符号 signa 是1还 
是-1,取决于 rr 是偶数个还是奇数个轮换的乘积. 

现在我们转向图，具体说是有向加权二部图.令顶点山，…，為 
代表 M 的行， B u ... , B n 代表列.对每个对 i 和），画一个从息到坧 
的箭头,賦 以权重如图所示. 

就图而言，公式 （1) 有如下 解释： 

• 左端是 路径矩阵 M 的行列式，其中矩阵的 ( ijy 元素是从皋 
到巧的 （唯 一〉 有向路径的权重. * 

• 右端是从4 = { A ，... } A n } 到石={私,… , B U } 的所 有顶点 
不交 路径族的权重（带符号）和.这样一 个族化 形如 



山 —♦ 凡 ⑴，… Mn — &(n )， 
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而路径族巧的权重则是各条路径权重的 乘积: 


组合数学 


一个无圈有向图 


w ( V fy ) = 扣(山 一 》&⑴)… w ( A n —* B ^ n )). 

在这种解释下公式 （1) 读作 

det M = ^ sign a w ( V a ). 

a 

那么 Gessel 和 Viennot 的结果是什么呢？它是公式 （1) 从二部图到任 
意的图的自然推广.正是这一步使得引理应用广泛，此外，它的证明 
惊人的简洁和高雅. 

让我们先介绍一些必要的概念.给定有限、有向但无圈的图 G = 
( V y E ), 这里无圈表示 G 里没有有向 的圈. 特別地，在任意两个顶 
点 A 和2?之间仅有冇限多个有向路径,这里我们允许 K 度为0的 
平凡路径 A — A 每条边 e 带广个权重 w ( e ). 若尸是从>1到 B 的 
有向路径，简记为则定义 P 的权重为 

忉(尸）：= n 切 ⑷， 

而当 P 是长为 0 的路径_时,规定 w ( P ) = 1. 

现在令 *4= { A , •二，人}及5= {丑1,…，万 „} 为两组 n 个顶 
点的集合，其中 j 和5不一定 不交. 我们为4和5指定一个路径矩 
阵 M = ( rruj ) 使得 

爪0 := ^2 w (尸) • 

从4到5 的路径族 V 包含一个置换 a 及 n 个路径 Pi ： Ai ^ B a{i) , 
其中 i = 1，... ， n ; 记 signP = signer . V 的权重是各路径的权敷积 

n 

w ( v ) = n ^( p «) ( 2 ) 

«=i 

即该路径族所含的所有边的权重之积. 

最后，称路径族 v = 是顶点不交的，若 P 里的路 

径是两两顶点不交的. 

引理.设0 = ( V , E ) 是有限加权无圈的有向图= {4 ，…，人} 
和0 = { 私，… , D n } 是两组基数为 n 的顶点集，且 A / 是从乂到5 
的路径矩阵，则 


detM = ^ a\gnVw(V). 

*P*BA 不 
«的略 


⑶ 


■证明. detAf 中一个典型项形如 siKmrm lCT •⑴… mwn )， 也可写为 

sign ^ ( w (尸 1)) … （ w ( p n ))- 

P\：A \ —⑴ P 

对 cr 求和立即从 （2) 得 

dct M = y ^ signPt ^ CP ), 
v 

这里 P 的取值范围是从4到 的所有 路径族(无论顶点不交与否 >• 
所以，为得到 （3) 我们只需证明 

Yl s \ gnVw ( V ) = 0, (4) 

veN 

其中 TV 是所有非顶点不交的路径族的集合.这由一个极美的论证来 
实现.为此我们展示一个对合 n : N^N (没有不动点的）使得对 P 
和 ttP 恒有 

w ( nV ) = w ( V ) 及 sign nV = - signV . 

显然,这将推出⑷，从而引理中的⑶成立. 

对合 7 T 的定义是极自然的.设 ： P € AT 由路径 h •• A 一 氏⑷组 
成.根据定义，某对路径会 相交： 

•令 i ( , 为使得6。与其他路径共有顶点的最小的指标. 

•令 X 为 R 。 上第一个与其他路径共有的顶点. 

•令允为最小的满足 jo > i Q 且使得心与 P ia 共有 X 为顶点的 
指标. 

现在构造新的族 ttP = ( P (， … ，屺） 如下： 

•置尸（=/\，对所有的# 20, JO - 
• 新的 路径仏 沿着心从軋到夂但接着沿着仏走到 
类似地, P ；。 沿# P ,„ 从、到 X ，然后沿着到 B^y 
显然有 Tr ( TrP ) = V t 因为指标、顶点 X 及指标 jo 都没有变. 
换言之,应 HJ 7 T 两次我们就回到原来的路径/ V 接着，由于 7 TV 与 V 
有完全相同的边，自然有 w ( nV ) = w ( V ). 最后，由于新的置换/可 
以通过原逋换 a 乘以对换 ( io , jc ) 得到，我们发现 signTrP = - signP ， 
证毕. □ 

Gessel-Viennot 引理可被用来推导出行列式的所有基本性质，这只 
需观察合适的图.让我们考虑一个特别显著的 例子： Binet-Cauchy 公 
式，它给出了行列式乘法准则的一个非常有用的推广. 
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定理 .设 P 为一个 （r x 今 矩阵， Q 为一个 （s x r )- 矩阵，其中 r < 5, 


则 


det ( PQ ) = ^( detP 2 )( dctQ 2 ), 


z 


其中 P2 是 F 的列集合为 2 的 （r x r )- 子矩阵， Q z 是 Q 的行对应 
取自 2 的 （ rxr ) •子矩阵. 

■ 证明.如前，令 *4 和0上的二部图对应 P ， 类似地，6和 C 上 
的二部图对应 Q . 现在考虑边图所示的合在一起的拼接图，观察到 
从/到 C 的路径矩阵 M 的 ( ijy 处元素 mo 恰为 mij = ^2 k PikQkj , 
故 A / = PQ . 

由于拼接图中 由乂到 C 的顶点不交路径族对应从4到2及 
从2到 C 的族对，注意 （ ar ) = (sign g ) (sign r )， 由引理立有结论 .口 

从 Gessel - Viennot 引理发源,我们可以得到一大批将行列式与计 
数性质联系在一起的结果.決窍都 相同: 把矩阵 A / 肴作路 径矩阵，试 
图计算⑶的右端.作为示范我们考虑当年 Gessd 和 Viennot 研究的 
初始问题,是它引出了他们的 引理： 


设 ai < a 2 < … < Or * 与 h h <…< bn 是两组自然数•我 
们希望计算矩阵 Af = ( mij ) 的行列式,其中是二项式系 
數 G ;). ， 


换句话说， Gessel 和 Viennot 肴的是 Pascal 二•角形上的彳 T : 意方阵 
的行列式，例如边栏上示例的 Pascal 三角形里以黑体宇标出的元素 
组成的矩阵 


det 


(：)( 3 )(：) 

(?) © 0 


= det 



在解决问题之前我们回忆一个广为人知的结果，它把二项式系 
数和格路径联系起来.如边图所示,考虑 a x &的格子.那么当只允 
许向上（北）的和向石（东）的步子，从左下角到右上角的路径总数 
为 (？) 

证明很 容易： 每条路径是一个由6个“东 （ E )” 与 a 个“北 （ N )” 
步子组成的任意序列，故可编码为由 a + 6个字母组成的序列形如 


B s 


4- 


a 



1621 
151535 
14102035 
36101521 



NENEEEN, 其中有 a 个 N 和 6 个 E. 这种字符串的个数正是从 a + 6 
个位置里选择 a 个留给字母 N 的方法数，也就是 

现在看边上的图，次置于点 （0, -〜） 处,&则放在 ㈨ ，处. 
这个网格上从浅到 R 且只用往北和往东的步子的路径总数， 
如前所证是= (^).换句话说，二项式系数的矩阵 M 正 
是有向网格图上从 W 到 S 士路径矩阵，这里所有的边賦以权重1， 
且所有的边指向北或东.因此,为计算 detM 我们可以应用 Gessel- 
Viennot 引理.稍加思考 即知： 每个从到 S 的顶点不交路径族 p 
由所有的路径 B x 组成. 于是唯一出现的置换是单位置换， 
其符号=1，从而我们得到优美结果 

dct(a ；)) =从4到杉的顶点不交路径族的总数. 

特别地,由于等式的右端是个计数的结果，从而表明 det A / 非负这个 
极不明 M 的事实.更进一步，由 Gessel-Viennot 引理可得 del M = 0 
当且仅当对某个〗有％ <\. 

就先前的小小例子来说， 
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关于树计数的 Cayley 公式 


第 26 章 


计数组合学中 M 芙的公式之一足关于带标 i 己的树的数芩虑 
集合 yv = { 1， 2 ,….4,在这个顶点集 L 可以形成多少棵不 M 的树? 
用几表示这个数.•‘手工”计数表明 r, = 1,乃=1， r 3 = 3,乃= ir), 
这些树见 K 表： 


1 1 2 12 12 12 

V V V 

3 3 3 

i I l l 1 2 * 1 2 1 2 1 * 2 1 2 1 2 

k 7 i k ： n n u n 


4 3 4 


4 3 


2 


ZNSHXXXK 

3434343434343434 


注意我们芩虑的足标记树,所以尽符在阁 同构的 意义下仅冇一 
棵阶为 3 的树，通过将中 N 的顶点表为1，2或3 —共得到3棵不 M 
的标记树.， n = 5时有3棵非同构 的树: 

A\ /\ 

5 60 1 1 60 I 

对第-棵树然有5种标 i 己方式,第二、第：棵树则各冇！= 
⑻种标 id， 故得％ = 125. 这应已足以做出猜想凡=广2,这正 
M- Cayley 的结论， 

| 定理.在 ri 个顶点上共有 n "- 2 棵不同的标记树. 

这个美舸的公式产生了众多 优关的 汕明，它们依靠种种组介~ 
代数的技巧.在展尔罕今最美的耶个之前,我们先槪述其中的二个 
证明. 



Anhur Cayley 
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m © m 

<•2 E ( 2 ) 

r 2 中的 4 棵树 



■ 第一个证明 （双射 法).经典的和最直接的方法是找一个从所有 n 
个顶点上的树到另一个已知基数为 nn _2 的集合的双射.自然，所有 
满足 W a , 的有序数列 ( a ,,- - , a ri _ 2 ) 映人脑海. W 此我们希 

望将每棵树 T 都由一个序列 ( oi , ••- ，知 _ 2 )唯一地 编码. 这样的一 
个码是 Prufer 发现的，在大多数图论的书中都找得到. 

这里我们想要讨论另一个双射证明，这归功于 joy 31 ， 名气不大 
何是同样的优雅和 简洁. 为此，我们不仅考虑 W = {1，...， 埘上的 
树而且还加两个特殊的顶点： 左端点 O 与右端点 a ， 两者可能重 
合.令 7 n = {(«;0, 0 )}表示这个新的集合;那么显然 HI = ri 2 T n . 

于是我们的目标是证明1凡 I = n ”. 现在冇一个集合的基数众 
所周知是那就是从 TV 到 W 的所有映射因此如果找到一 


个 iV N 到7；的双射，我们的公式就证完了. 


设 f •• N — N 是任意的 映射. 我们将/表示为通过从 〖到 /(0 
画箭头得到的冇向图 d /. 



例如，映射 



6 7 
2 5 


8 9 10 
8 4 7 


由左边的有向图表示. 

娜仏 的一个连通子[礼由于每个顶点恰发出一条边，连 
通子图含有同样多的顶点数和边数，从而恰包含一条有 向圈令 
MCN 为所有这些圈的顶点 集合. 略加思索就知道从是唯一的〜 
的极大子集满足/在 M 上的限制是 M 上的双射.记 /lw = 

( a b … 2 \其中第一行的数字按自然 

V/⑷ /W … /( 之 W ㈣ 

序列出现.这给了我们一个 M 中第二行的/⑷，/⑻，…，/ ⑷的排 
序.现在 /( a ) 就是左端点，而/( 2 )是右端点. 

对应映射/的树 t 构造如下:按顺序把/⑷，…， / W 迪1 成 
从/⑷到/⑷的路,将剩余的顶点按照 <5/中的方式添加上去（去 
掉箭 头}. 


在上面的例子中，我们得到 M = { 1 , 4 , 5 , 7 , 8 , 9 }, 




以及边白上_出的树 

马上可以将对应逆过去：给定树《，看从左端点到右端点的唯一 
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的路 P . 这给了我们集合 A / 和映射 /| m - 剩下的对应 i — /出由 
从 i 到尸的唯一路径决定. □ 

■ 第二个证明（线性代数法). 可以把几看作完全图的生成树的 
个数.现在让我们看 V = { l ,2,..., n } 上一个任意的简单连通图 G , 

用 《( G ) 表$其生成树的 个数； 于是= t ( K n ). 下面的著名结果 
是 Kirchhoff 的矩阵树定理（见 m ). 考虑 G 的关联矩阵召= (6 ic ), 

其行用 V 标记,列用£；标记，由 i e e 或 i 泛 e 记 6 ic = 1或0.注 
意闪为 (7 是连通的， \ E \ ^ n -1. 在每一列将两个1中的任一个换 
成-1 (这相当于给 G 定向), i 己新得到的矩阵为 （7 .则 M = CC T m 
对称的 （n x n )- 矩阵，且主对角线上是顶点的度数 d u …人 

性质. 对所有的 i = 1，…， n ， 有 t ( G ) = dct M ii % 这里是 M 中去 
掉第 i 行及第 i 列得到的矩阵. 

■ 证明. 证明的关键是前-章证过的 Binet - Cauchy 定理: 若尸是 （ r x 
sy 矩阵， g 是 (sxry 矩阵, r 彡 S , 则 det ( PQ ) 等于所有对应的 ( rxr )- 
子矩阵行列式的乘积之和，这里“对应”意味着取相同指标集的尸 
的 r 列和 Q 的 r 行. 

对这表明 

det Mu = det N - det . N T = (det 7 V ) 2 ， 

其中 TV 取遍所有 C \{ 第《行}的 （n - 1) x ( n - 1 ) 子矩阵 . TV 的 
这 n - 1 列对应 C 的 n 个顶点上的 n - 1条边的？图，故剩下的只 
须证 

dotyv= / ±1 这& 边生成一棵树 

\ 0否则 • 

假设某 n - 1条边不生成树，则存在不含 i 的连通子块.由于这个块 
对应的所有行加起来是0向量,它们线性相关，因此 dct A ^ = 0. 

现在假设 AT 的列生成了树,则存在度数为丨的顶点力一 i ;设 ei 
是其相邻的边.删除儿 ei ，我们得到-•棵有 n - 2 条边的树.仍旧，冇••一冬处奸.* 的朴也 糾的士.土 
度数为丨_幻 2 ^ ㈣ e 2 卿.賴下綱帕,, j2 ，…，=2 
及 . en -! 满足 A e 〜现在置换行和列使得办在第 fc 
行， W 在第 fc 列. 由构造知 当 k<e 有 j k ^ e f , 所以新的矩阵 V 是下 
二•角的,且所有主对角线上的元素等于 ±1. 闵此 det W = 士 det AT = 

土 1，证毕. □ 
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对 G = Kn 的特殊 情况， 显然有 
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例如，当4 = {1，2}时 了4. 2 = 8. 






简单的计算显示 det Mu = n n ~ 2 . 

■ 第三个证明（递归法) • 另一个计数组合学中的经典方法是建立 
递归关系，再用归纳法解决之.下面的思想本质上归功于 Riordan 
和 Renyi. 为找到合适的递归，我们考虑一个更一般的问题(这在 Cay- 
ley 的文章中已经出现了).令4为顶点集合的任意 I 子集.用了 n 士 
表示{1，... ， n } 上包含 /c 个树，且 A 中的顶点都在不同树里的（标 
id) 森林的个数 . M 然，集合 A 的选取无关紧要,耍紧的是其基数 fc. 
注意到7^ =几. 


k L! II x z LI M 

3 434343434343434 


设 A = {1，2，...， A :}， 考虑如边图所示的森林 F ， 其顶点1与 i 个 
顶点相邻.删去1，则它的 i 个邻居与2,…， fc 在一个有 A : - 1 + i 棵树 
的森林里面，且这些顶点都在不同的连通 块中. 先选定1的〗个邻居， 
再确定 F \ l , 然后可以(重新)构造出这表明对任意的 
有 


T n ，k = 



⑴ 


以上对于 n > 0, » T 0 , 0 =〗，及 r n , 0 = 0. 注意为保证 Tn,n = 1， 
T 0 ,o = 1是必要的. 

命题.我们有 

T n ,k = kn n - k ~\ ( 2 ) 

从而特别地， 




第 26 章关于树计数的 Cayley 公式 
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■证 明.由⑴，利用归纳，我们发现 

T ntk = £ ^ ~ - 1 + 0(^ - i) n - l - k ~ l 

= E ( n ；") («-!-*)(«-ir l 

= E ⑺ ( 一 )，-| ⑺㈣ ‘- 1 

= n "^-( n - fc )'^ ("-；-')(«- I )- 

= n n ~ k -(n-k)n n - l - k = kn u ^ ] - k . 口 


■ 第四个证明（双计数 法). 以下的精彩思想归功于 Jim Pitman , 他 
在没有用归纳或双射的情况下给出了 Cayley 公式及其推广 （2) —— 
仅凭在两个方向进行聪明地计数. 


{ 1，…， n } 上的有根森林是在每个分块树上选定一个根的森林. 
令 Zn ,/ c 表示由 A : 棵有根树组成的所有有根森林的集合，则是 
所有有根树的集合. 

注意 l ^. i | = nT ni W 为每棵树有 n 个可以选择的根.现在 
把 e T n , k 看成有向图，所有的边从根开始指向远处.称森林 F 
包含另一个森林尸，若 F 在有向图的意义上包含 F '. 显然，若 F 真 
包含 F ', 则 F 冇比少的分块.两个这样的森林如阁所示，根放在 
顶部 • 


F 面是关键的思想.称森林序列 F '，...、 F k 为改进序列，若 K € 
^ n . i 且对所有的 i 有 f； 包含 F i+1 . 

设巧是7^中选定的树，用 
• N ( F k ) 表$包含^的有根树的数目， 

•〜•( 心）表示以&结束的改进序列的数 B. 

对 N *( F k ) 双计数，先从树开始再从& 开始. 假设 F, e 包 
含八.由于我们可以按任意的顺序删去 F x \ F k 的 A: - 1条边来得到 
从 A 到八的改进序列,我们发现 


^2 8 4 




N ' fV ) = N ( F k )( k-\)l (3) 


现在从另一•头出发. 为从& 得到 F ^ u 必须加上一条有向边, 
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这条边应该是从任意的顶点 a 出发指向不含 a 的 A ： - 1棵树的任 
意某棵之根的.（见边图所示，我们通过增加边3~# 7 由巧得 
到了 F 2 ) .于是我们有 - 1) 个 选杼. 类似地，对 一 1 可以从某 
个顶点6朝不含6的 fc - 2 棵树的任意某棵之根增加有向边.对此 
冇 n (々- 2) 个选择.继续下去，我们得到 

N^(F k ) = n^^A:-!)!, ⑷ 


这和 （3) 合在一起给出了意想不到的简单关系 


N ( F k ) = n k ~ l 对任意心 e T n , k . 

^k = n y F n 仅仅由 n 个孤立顶点组成.因此 N ( F n ) 计数所有的有 
根树的数 S ， 于是 |^ n , i |= n ’ 4 ' 从而得到 Cayley 公式. 口 

而我们甚至从这证明中得到更多.公式 (4) 表明对于 k = n : 


#{改进序列（巧， F 2 ，…， F „)} = n ^^ n - l )!. (5) 


对 F k e ： F n ' k ， 令 N ^( F k ) 表示第 A : 项为 G 的改进序列 F u . . .， F n 
的数目.显然,这等于 N ' F k ) 乘以选择（八 +1 ， . •- , F n ) 的方式的数 H • 
而后者是 （n - fc )!， W 为我们可以按任意的方式删掉 A 中的 n - fc 
条边.这样 


AT **( F fc ) = N ^( F k )( n - k )\ = - l)!(n - fc )!. (6) 

由于这个数不依赖的选抒•， （6) 除（5> 给出了貪冇 A : 棵树的有根 
森林的数 


^n,k\ = 


n n _V- 1)! 



闪为有 （；：） 种方式选抒 fc 个根，我们不用归纳而再一次证明了公 


让我们用一段历史轶亊来结束本章. Cayley 在1889年的文章已 
经被 Carl W . Borchardt 在1860年预见到了，这个事实为 Cayley 本人 
所承认.一个等价的结果甚至出现得更早，那是在1857年 James J . 
Sylvester 的一篇文章里，见|2,第3章 1. Cayley 论文的新意在于使用 
了图论中的 术语; 从那以后,这个定理就被冠以他的名字. 
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填充拉丁方 


第27章 


拉丁方是 M 古老的组合对象之一，对它的研究很明 M 可以追溯 
到古代.为得到拉丁方,人们需要把一个 （71 x 71) 方阵的 n 2 个空格 
用1，2，." ， n 填上，使得在每行和每列里面每个数刚好出现一次.换 
言之，行与列各自代表{1，... ， n } 的一个排列.称 n 为这个拉丁方 
的阶 • 

我们想要讨论的问题如 K : 假设冇人幵始给方格填充数字{1， 
2, •…， n }. 在某个时刻他停下了，并让我们把剩下的空格填满以得到 
拉丁方.这在什么时候是可能的呢？、彳然，为了有个起码的机会，我 
们必须 假定： 当我们接手的时候，鉍个 元索在 每行每列至多出现过 
一次.给这种情形起个 名字： 如果 ( Tzxn ) 方阵的一些空格被1，2，...， 
n 填充，并且在每行每列中每个数至多出现过一次，则称之为阶是 n 
的部分拉丁方 .于是问 题即： 

在怎样的情形下一个部分拉丁方可以被填满成为同阶的拉 

丁方/ 

让我们看儿个例子.假设前 n - 1行都被填上了，最后一行是空 
的，则可轻易填上最后一行.只须注意每个元素在部分拉丁方里出 
现了 n - 1次，所以恰在某一列中不出现. W 此把每个元素写在其缺 
失的那一列，我们就正确地填满了方格. 

另一个极端，假设只有第一行被填好了，仍旧很容易填满 方格: 
只须在下面的每行逐次循环史迭一位元素. 

所以，尽管在第一个例子51填法是固定的，第二个例子却冇很 
多种可能.一般来说，越少的方格被预先填好丫，我们完成空格有越 
多的自由. 

尽管如此,边阉所示的部分拉 r 方仅被填上 r n 个方格，但很 
淸楚它不能被完成,因为没冇办法作不违反行或列的规则的情况下 
填好冇上角的方格. 


DODD 

□ODD 

DDDB 

BDBD 


一个 4 阶拉厂方 




一个无法填满的部分拉 r 方 
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1 3 2 

2 1 3 

3 2 1 

R ： 1 I 1 22233 3 
C: 1 2 3 1 2 3 I 2 3 
E: 1 3 2 2 1 3 3 2 I 


若将上例中的行循环置换， 

H ― ► C ― > E —* R , 则得到下面 
的线列和拉 r 方： 

1 2 3 

3 1 2 

2 3 1 

/?: 1 3 2 2 1 3 3 2 1 
C: 1 1 12 2 2 3 3 3 
及 1 2 3 1 2 3 1 2 3 


I 如果 （ nxn ) 的方阵里只有少于 n 个方格被填好,那么总能完 
成剩余的填充得到一个拉丁方吗？ 

这个问题是 Trevor Evans 在1960年提 出的； 很快,“填充总是可 
以的”这个断言成为 Evans 猜想.当然，也许可以试肴归纳，而这正 
是最后引向成功的 方法. 然而】981年 BohdanSmetaniuk 的 iiH 明不仅 
解决了问题，也是关于归纳证明可以如何精妙地被应用的一个优美 
范例. 并且这个证明还是构造性的，它允许我们从某一个初始状态 
开始可操作地填满拉丁方. 

在继续进行证明之前，让我们肴#一般的拉丁方.换一个角度， 
我们可以把拉丁方看作一个 （3 x rt 2 ),- 数组，称为拉丁方的线列.边 
图展示了一个3阶拉丁方和它的线列，其中/?，(7和£；分别表示行、 
列和元素. 

拉丁方上的条件等价于说在线列的任意两行中，所有的个 
有序对必须出现（从而每个对出现恰好一 次). 显然，我们可以把每 
行的元素分别任意置换(对应于行，列和元素的電排)而仍旧得到拉 
丁方.伸•在这个 （3 x n 2 )- 数组上的条件告诉我们 更多： 元素并没冇 
特殊的 作用. 我们也可以 ffi 换线列的行（作为整 体), 仍旧保持线列 
的条件，从而得到的仍是拉丁方. 

由任意的这种置换联系在一起的拉丁方称为共轭.下面的观察 
令证明变得 清晰: 一个部分拉丁方显然对应一个部分线列（任意两 
行中每个对出现至多一 次), 部分拉丁方的共轭仍是部分拉丁方.特 
別地，部分拉丁方可以被补足 S 且仅当其每个共轭可被补足 （只要 
补足共轭,再逆转三行间的置换). 

我们将需要两个结果，它们归功于 Herbert J . Ryser 和 Charles C . 
Lindner ， 比 Smetaniuk 的定理要早.当一个部分拉丁方的前 r 行被填 
满 T 而剩余的方格都是空的,我们称其为 （ r x n ) 的拉丁矩. 

引理1•对 r <队任何 （r x n ) 的拉丁矩都可以扩充为 ((r + 1) x n )- 
拉丁矩，从而可以补足为拉丁方. 

■ 证明•应用 Hall 的定理（参见第 2 3章)•令七为尚未出现在第 J 
列的元素的 集合. 规则允许的第 ( r +1) 行于是恰好对应小，… ，火 
的一个相异代 表系. 闪此须验证 Hall 的条件 （ H ). 每个集合七的基 
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数是 n - /%所以每个元素恰在 n - r 个4里（因其在矩形中共出 
现 r 次).任意 m 个七 包含 m(n - r ) 个元素,于是最少有 m 个不同 
的,这正是条件 ( H ). □ 

引理 2 .令 P 为一个 n 阶的部分拉丁方，其中至多填充了 n-l 个方 
格且所用的不同元素至多有 f 个，尸可以被填满成为一个 n 阶 
拉丁方. 

■证明. 先把问题转化为史便捷的形式.由前面 i 、 J •论的共轭原理， 

可将条件“至多 f 个不 N 元素”替换为元素只出现在号行，进而还 
可假设这些行都在 M 上面.故设有单位方格被填充的是第1，2, . • •，r 
行，其中第 i 行被填充了 /,个单位方格 , r < f 且 n - L 
通过交换行,不妨设 hD U . 现在一步一步把第】，•••，》* 

行补满,直到得到一个 （r x n )- 矩，然后再根据引理1就可以扩充成 
拉丁方了. 

假设我们已经填满了 1，2，一彳-1行.在行 （有 /,个已填好 
的方格,我们可假设都在末端.现在的情形如图所示，其中有阴影处 
表示填好的单 元格. 当 n = 8, / = 3时的情形 ，/I = / 2 = 

第 f 行的完成是通过另一个 Hall 定理的应用，但这一次史为 = 2 ' /4 = 1 - 深色方格表示开始已 
精妙.令 x 为尚未出现 在行/ 的元素的集合，则 m = n - 而 
对:/‘ = 1 ，…， n -仏令七表示久中尚未出现在第 j 列的元素 
的集合（无论在第 f 行的上或下).所以为补足行€我们必须验证 
族4，…， A n _/, 满足条件 （ H ). 

首先断言 

f 一 l +_/> + 】 + ... + / r . (1) 

当 f = 1 时较为 清楚： 否则 Y ： r t = ' fi < n , f'D f r SA < i(r 
合在一起得到 

r 

n > Yji > (£- l )/^ 1 +/, + --- + / r . 

«=i 

现在或者 / n 彡 2 (此时 （1) 成立）或者//_: = 1. 后一种情形 
中（1> 化为 n >2(£- l ) + r -^+ l = r * +，一 l ,*£< r < § 显然为 
真. 

取 m 个集合 Aj , 1彡 m < n - f t ，令 B 为它们的并.我们证 
明 | B | > m . 考虑对应' 的这 m 列中含有 X 中元素的方格的个 
数 c . 至多有 (£- l ) m 个这样的方格在行£之上,至多 乃 +1 +…+ / r 
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格在行^之 T， 因此 
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c ^ (f 一 l)m + / /+ i + .…+ 人 . 

另一方面，每个元素： c e X\B 在这 m 列中都出现，所以 C 彡 m (\ X \- 
|丑|),从而（由 \ X \ = n -} f ) 

\ D \ > \ X \~^ > n-/,-^-l)-±(/, + I+ ... + / r ). 
这样问，若 


71 — TV - — 1)- 去 (/， + l 十… + / r ) 〉 m - 1, 


即若 

m ( n — _/> 一 f + 2 - m) > /^ i + ••• + j r . (2) 





不等式 ⑵ 当 m = 1时及由 （1) 当 m = „ - 乃 一 f + 1时都成立, 
所以对所有的1和 rz - ☆ - £ + 1之间的 m 都成立,这是闪为左端是 
首项系数为-1的 m 的二次闲数.剩 F 的情形是 m > n - - 6 + 1 . 

由于义中的每个元素 x 包含在至多6 - 1 +厶 +1 +…+人行里面， 
其也必出现在不超过这么多的列里面.再次利用 （1) ，我们发现 z 在 
某个集合沟里,故此时 B = X % \ D \ = n - } f ^ m , 证毕. □ 

最后证明 Smetaniuk 的定理. 

定理.任何一个只填好了至多 n - 1个方格的72阶部分拉丁方都可 
以被填满成为一个同阶的拉丁方. 

证明 •对 n 归纳， n < 2 时显然.现在考虑阶数为 n ^ 3 ft 填好 
了至多 n - 1个单位方格的部分拉丁方.沿用前而的符号，这些小方 
格在标 i 己为〜，...，〜的 r ^ n -\ 个不同的行里，这些行分別包 
贪/!，…，人 >0个填好的小方格，且乙二彡几-由引理 2 我 
们可以假设有多下 • f 个不同的 元紊； 由此必有只出现一次的 元素： 
ffC 新排序及换行（如果需要的话)之后不妨设元素 n 仅出现了一次, 
Iflf 且是在行 Sl 里. 

下面我们希望通过泞换部分拉丁方的各行各列使得填好的方 
格都在对角线下方——除了填充的是 n 的那个，它将在对角线上. 
(对角线指所有满足1 n 的中•位方格 ( k , k ).) 我们这样来 实现： 

首先把行力移到第/,行的位筲.通过对列的置换把所有填好的方 
格挪到左方，使得 n 作为这行的最后一个元素出现在对角线上.接 
若，把行移到第1 + /, + / 2 行,仍旧把填好的方格尽量左移.一般 
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地，对1 < K /•把行〜移到第1 + /丨+/ 2 + . .. + 力行， 再把填好的方 
格尽故左移.很明 W 这给出了想要的结构.边图是 n = 7时的一个 
例子：行内= 2, . s 2 = 3,幻= 5, . s 4 = 7有 /〗=/2 = 2及 / 3 = / 4 = 1， 
它们分别被移到标号为 2 , 5, 6, 7的行,列也被“向左” K 换导致最终 
除了单独的那个 7 其他的元素都在对角线下方，对角线则用 • 标识. 

为应用归纳法，现在把 n 从对角线删去，且忽略第一行及最后 
一列（都不含有 Li 经填好的单位 格): 这样看到的是填好了至多 n - 2 
个小方格的 n - 1阶部分拉丁方，由归纳法可补足为 n - 1阶的拉 
丁方 .边阉 显示了前而例子中导出的部分拉丁方的众多补足方法中 
的 一个. 在阁中，原来的小方格被印成深色.它们 LL 经在最终位置了， 
所冇 明影中 的方格 也是； 为完成 n 级的拉丁方,其他地方的一些方 
格会在下面的过程中被调换. 

下一步，我们想把对角线上的元素移到最后一列 ，再把 n 放进 
空出的位肾 . 然而，一般而言这样不行,因为对角线上的元索不见得 
是互异的. 闪此 我们操作更加 谨愤， 对 A : = ， n - 1 (依此顺 

序）逐步进行下面的 操作： 

把数字 n 放在单位方格 （ Ar . n ) 中.这产生的是正确的部分拉丁 
方.现在把对角线上单位方格 ( k , k ) 中的元素叫和最后一列单位方 
格 （ fc , n ) 中的元素 w 交换， 

若数字 A 不是已先存在 于圾后 一列，则我们在这第 A ； 步的工 
作就结束 T . 此后，第 A : 列的元素将不需动了. 

在我们的例子中当= 2 , 3 和 4 时没冇问题,对应的对角线元 
索 3 , 1，6 挪到最后一列.下面幅阍展示了相应的操作. 
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现在我们必须处理当已经有数字 U 出现在最后一列时的情形 
了.此时我们如下进行： 

若已有数字 A 在单位方格 （ j ， n ) 中， 2 彡:? • <々，则在行 j 中互 
换位于第 n 列的元素: r fc 和位于第/：列的元素 4 •如果 4 也在方 
格中，则我们也在第/行对换第 71 列和第&列的元素，照此 
继续. 

如此进行永远不会有两个相同的元素出现在同 一行. 我们的交 
换过程也保证了不会有两个相同元素在同一列•故只须验证这个交 
换第列与第 n 列的过程不会导致无穷 循环. 这可以从下而的二部 
图 Q 看 出来： 它的顶点对应那些可能被交换的方格和（乂从 
2 彡 i ， j 彡 fc . ( i ，/ c ) 与 （ j ， n ) 之间有边当两者在同一行（即当 < =几 
或者在交换之前两者禽有同一个元素（这意味着〖# 在我们的 
草图中满足 i = j 的边被 W 成小圆点拼成的虚线，其他的则是实线. 
G k 的所有顶点的度数是1或 2. 小方格 （ fc ， n ) 对应一个度数为1的 
顶点; 这个顶点是一条路的-端，它通过水平线连向第&列，可能又 
通过一条斜线 W 到第 n 列,然后水平地 W 到第 A : 列,如此下去.路的 
另一端是在第 fc 列,其数字不出现在第 n 列. 交换的操作将停止在 
我们把某个新元素移到最后一列的时候.然后第&列的工作就完成 
了，对 i > 2,方格 （;， A ：) 将不再动了. 

在我们的例子里“交换情形”发生在当 fc = 5时：元索 x 5 = 3 
已经在最后一列有了，所以它必须换到第 fc = 5 列.但是这次的交 
换元4 = G 也不是新的，故被4 = 5替换，这次是新的了. 
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S 终,汽 /c = 6 = n - 1时交换没有问题，完成后拉丁方就被填满了: 




第 27 章填充拉丁方 
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一般地也 如此： 把元素 n 放在方格 （ n ， n ) 里，然后第一行可以被各 
列缺失的那个元素补足（见引理1)，这就结束了证明.如果想得到补 
足圾初的 n 阶部分拉丁方的明确步骤，我们只要把证明前两步中的 
元素，行和列之间的置换逆回去即可. 口 
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Dinitz 问题 


第 28 章 


四色问题是图论发展到今天的主要推动力之一，而着色仍旧是 
很多图论学家最喜欢的一个话题.下面是1978年 Dinitz 提出的一个 
问题，听起来简单的一个若色问题却抵挡住了所有的进攻尝试，直 
到15年后 Fred Galvin 提供了一个简洁到令人震惊的解法. 

考虑 （n x n ) 方格中的 n 2 个小方格，令 ( ij ) 表示第 i 行和第 j 
列处的小方格.假设对每个小方格 ( i , j ) 给定某个 n 种颜色的 
集合 

给整个阵列着色, （ i , 力的 颜色取自集合要求每行每列 
的颜色两两不同.这总是可以实现的吗？ 

开始先考虑所有的颜色集合 C ( iJ ) 是相同的，比方说{1，2,… • ， 
n ] 这一情形.那么 Dinitz 问题归结到下面的 仟务: 把 （n x n )- 方阵 
填上1，2,…， n 使得每行每列两两不同.换句话说，这样的一种着色 
对应一个拉丁方, IH 如前一章里讨论过的.闵此在这种情况下，问题 
的答案是肯定的. 



既然这里这么容舄，一般地1集合 (7 := C ( iJ ) 包 ff 甚至比 n 
更多颜色的情形怎么会变得难上那么多呢？闲难在于对一个小方格 
来说，并不是 C 里的每种颜色都可以用上.例如,尽管在拉丁方里我 
们显然可以为第一行选择所有颜色的任意置换，在一般的问题里并 
非如此.当 n = 2时这个闲难就 已显现 出来. 


{1,2} 

{2,3} 

U ，3} 

{2,3} 


假设我们给定了如阉所示的一组颜色集合.如果我们给第一行 
选择颜色 I 和2,那就冇麻 烦了： 闪为我们将不得不为第二行的两个 
小方格都选择 3. 


在进攻 Dinitz 问题之前，先用阁论的术语复述一下情况.按惯 
例考虑无自环无聖边的简牟•阁 G = ( V ， E ). 令 X ( G ) 表示该图的色 
數,即顶点上最少须用的颜色数使得相邻的顶点必有相异的颜色. 

换言之，着色将 K 划分成等价类（着成同样颜色的顶点子集）使 
得每一类中没有边.称集合 ACV 为独立的，如果 X 之内没有边. 
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从时色 数即最 小的独立集的 个数; 这些独立集应是 V 的一个划分. 

1976年 Vizing 以及5年之后 Erd6s, Rubin 和 Taylor, 研究了下 
面的着色的一种变形，将我们直接引向 Dinitz 的问题.设在阁 G = 
(V.E) 中给每个顶点 v 指定了颜色集合 C ( u ). 列表着色是 一个着 
色 c : K — \ J v ev ^( v ) 满足对任意的 r € V 有 c ( u ) e C ( r ) •列 
表着色数 Xe (G) 现在应该清 楚了： 即 M 小的数 A : 使得对任 意的满 
足 \C(v)\ = k t \/v € V 的着色集合 C(v) 的组合，都存在列表着色. 
当然，有 x e (G) ^ | V | (颜色不会不够 用〉. 由于普通着色是列表着色 
当 C ( v ) 都相同时的特殊情况，我们知道对任意的图 (7 


X ( G ) ^ X , ⑹. 

为回到 Dinitz 问题，考虑图心其顶点集合为 （n x n ) 阵列的 n 2 
个小 方格; 两个小方格相邻当且仅当它们在同一行或同一列. 

由于一行中的 n 个小方格彼此相邻，我们需要至少 n 种颜色.此 
外, n 种颜色的着色对应拉丁方，即拉丁方中有同一数字的小方格形 
成一个颜 色类. 如前所见，拉丁方是存在的，闪此 X ( S n ) = n , Dinitz 
问题现在可以简练地叙述为 


X e {Sn) = n? 



{ 1 , 3 } 

{ 1 , 4 } 

{2,3} 

{2,4} 


人们或许想 X ( G ) = X f ( G ) 可能对任意的图 G 都对,但这远非 
事实.考察 G = K 2 , 4 . 闵为我们可将左边的两个顶点着上第一种颜 
色,右边的顶点用第二种颜色，其色数为 2. 但现在设想给定了图示 
的颜色集. 

给左边的顶点着色有四种可能1|3, 1|4, 2|3和2|4,但这里的 
每一个对都是右边的某个颜色集，因此列表着色是不可能的 .W 
此 Xf ( G ) ^ 3,读者也许会有兴趣去证明 Xt ( G ) = 3 (并不需要穷 
举!) . 推广这个例子，不难找到图满足 X ( G ) = 2, ffn Xt ( G ) 要多大 
有多大!所以列表着色问题并不像乍看上去那么简单. 

回到 Dinitz 问题.1992年 Jeanette Janssen 证明了 X f { Sn ) 彡 n + 1， 
这是一个電大突破. 最后一击山 Fred Galvin 完成 ，他 把两个久为人 
知的结果创造性地结合在一起.下面讨论这两个结果，然后展示它 
们怎样推出; = 

先固定符号.对 G 的顶点 t ; ，如前以 d ( V ) 表示 V 的度教.在我 
们的方格图&里每个顶点的度数都是 2 n - 2,由 n - 1个同行的顶 
点及同样多同列的顶点得来.对子集 >4 g K 用 Ga 表示以>1为顶 
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点集且包含 C 中所有在 X 的顶点间的边的子图.称 Ga 为由4导 
出的 子图； 也称 H 为 G 的诱导子图，若存在某个>1使得// = 

为陈述第一个结果要用 有向图 （5 = ( V , E ) t 即每条边 e 有个走 
向 的围. 符号 e = ( u } v ) 表示存在起点为 u 终点为 t ; 的弧 e ， 另一 
种标记方式是 u 一 接 T 来就可以合理地引 人出度 d ^( v ) 和入度 
d -( v ), 其中 d + ( v ) 是以 1 ；作为起点的边数，类似的有 d ~( v ); 此外， 
+ d -( v ) = d ( v ). 若书写 G 则意味着 (5 去掉方向. 

下面的概念来源于游戏分析,将在我们的讨论中扮演®要角色. 
定义1•设 (5 = ( K , E ) 为一个有向阁.它的核 KCV 是满足如下条 
件的顶点构成的 子集： 

( i ) 尺在 G 中独立. 

00对仟意的 u 守 K 存在一个顷点 veK 与一条边 w 

肴图中的例子.子集 {6， C ，/} 构成了一 个核； 另一方面由 {a ， c ， 
e } 导出的子图没有核，因为三条边在它的顶点集上循环了一周. 

有了这些准备我们可以陈述第一个结果了. 

引理 1•设 (5 = ( K ，£；) 是有向图，并且对每个顶点1; e V 有比它的出 
度大的颜色集 C ( v ): jC ( v)l ^ d ^( v ) -b L 若 (5 的每个诱导子图都有 
核，则 必有 G 的 列表着色使得任意 t ； 的颜色取自 C ( v ). 

■ 证明 •对|\/|归纳.当|川=1时无须证明.选定颜色 ce C = 
LUv C ( v \ at 

A ( c ) ：= {v e V ：ce C ( v )}. 

由假设，诱导子阉 Q ⑷有核 K { c ). 现在将所冇的 v e K ⑷着上 
颜色 c (这是允许的 ，闪为 K ( c ) 是独立集)，再将 K ( c ) 从 G 中删 
除， c 从 C 中删除.令 C 为 (7 在 V \ K ( c ) 上的诱导子图，且 C \ v ) = 
C »\ c 是新的颜色集 列表. 注意对任意的 t ； e A { c )\ K ( c ), 出度 
至少损失了 1 (由核的条件 ( ii >). 因此 < f ( v ) + 1 ^ |(7»|在泛中 
仍旧成立.同样的条件对 >4( c ) 以外的顶点也成立,因为在这种情况 
F 颜色集(7(〃）保持不变.新图 (7' 有比 G 更少的顶点，根据归纳法 
即得结论. 口 

进攻 Dinitz 问题的方法现在清 楚了： 我们必须找到一个图& 
的定向，对所有的 w 满足出度 d + ( v ) < n - 1 ，并且对所有的诱导子 
图保证核的存在性.这由我们的第二个结果来实现. 

我们仍需要一点准备•回忆(第9章)二部图 G = (X U V ； 五） 是 
具有这样性质 的图： 顶点集 K 可分成两部分 A ■和 K 使得每条边有 
一端在 A •中，另一端在 Y 中.换言之,二部图正是那些可二着色的 
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二部图和一个匹配 


深色边构成了一个稳定匹配.在每个 
优先表上，引向稳定匹配的那个选择 
印成黑体. 


图（ X 用一种颜色， K 用一种颜 色〉. 

现在介绍一个重要概念“稳定匹配”，且给一个实际的解释.二 
部图 G = ( XUY . E ) 中的一个匹配 Af 是一组边使得 M 中任两条 
边没有公共顶点.图中深色绘出的边构成了一个匹配. 

设 X 是某些绅士的集合， K 是某些女士的集合， uveE 意味 
着 u 和 t ; 可能会结婚.匹配从而就是一个杜绝重婚的大规模婚配. 
根据我们的目的还需要一个更精细（也更现实?）的匹配版本,这是 
由 David Gale 和 Lloyd S . Shapley 提出的.很明显，现实生活中每 
个人都有偏好,而我们把这一点增加到设置上.在 G = (X U Y ， E ) 
中我们假设对每个 1 ； € ^ uy 存在其临接点集 N ( v ) 的一个 排序: 
N ( v ) = { Z \ > 22 > …〉 Z div) }. 于是 q 是 U 的1号选择，然后是22, 
以此类推. 

定义 2. G = ( A ： U V , E ) 的匹配 Af 称为稳定的， 若下面的条件 成立: 
只要⑽€ E \ M } u £ X . veY , 就或者存在 uyeM 使得在 N ( u ) 
中2/ > 或者存在 XV e M 使得在 N ( v ) 中; E > W , 或者两者都有. 

实际生活中一组婚姻是稳定的，如果下面的情况永不 发生 ： u 
和不是 配偶但 uik 为 v 比他的妻子强（如果他有妻子 的话） 而 t ; 
认为 u 比她的丈大强（如果她冇丈夫的话)，这显然将是不稳定的情 
况. 


在证明第二个结果前肴下面的 例子: 


{A 〉 C} 

a v 

—/ A 

{c > d > a} 

{C>D> D} 

6 V 


w 

{A>D} 



{a >6} 

M} 

d / 

^ D 

{ c >«»} 


注意本例中存在唯-•的最大匹配 M , 它有4 条边： Af = { aC , 
bD , cD , 以} •但是 M 不稳定（考虑 c > l ). 

引理 2.稳定匹配永远存在. 

■ 证明. 考虑下面的算法.第一步所有的绅士 tx €义向他们的 M 爱 
求婚.如果一位女士收到了多于1个求婚，就从中选择自己最喜欢 
的，把他放进自己的 单子; 假如她只收到1个求婚,那当然要保留在 
单子上.剩下的男士被拒绝，集中到保留地 R 第二步尺里的男士 
向他们的第二选择求婚.女士们比较一下这些求婚（和自己单子上 



的那个，如果有的话),选出史偏爱的把他放在单子上.其他所有人 
被拒绝形成新的集合兄现在里的男士向下一个选择求婚，如此 
继续.如果一位男士向他的®后一个选择求婚仍然被拒，则将不再 
被考虑（也淸理出保留地).显然，一段时间之后尺将会淸空，此时算 
法终止. 

断言.算法终止时，名单上的男士与对应的女士构成稳定匹 
配. 

首先注意任何特定的 女十中 •子上的绅士是按照（那个女士的) 
偏好的递增顺序荇换上去的，因为在每一步，女十拿新的求婚者和 
当前的绅士作比较，选择了更喜欢的一个.所以如果 uveEit\iuv^ 
M ， 则或者 u 从来没有向 v 求婚，亦即他甚至在接触〃之前就已经找 
到了史喜欢的人，意味着 WJ / e Af 且在 N(u) 中?/ > V ;或者 U 向 t ; 求 
婚供被拒，表明 we A / 且在 7 V ( t ；) 中 : r > t /. 而这正是稳定匹配的 
条件. □ 

综合引理1和 2 , 我们现在就得到了 Galvin 给 Dinitz 问题的解. 
定理. 对 任意的 n ， 有 Xf (Sn) = n. 

■ 证明. 如前用（ I ， j ) 表/】;• 的顶点，1彡彡71.于是（0) 
与 （ r , •<?) 相邻 气旦仅 当 i = r 或 j = . s . 取字符集 { l ,2,--., n } 上的仟 
意拉 T 方 L ， 用 L ( iJ ) 表乐方格 （ i , j ) 里面的数字 . 接着把 S „ 转换成 
有向图 又：当 L ( iJ ) < L ( i y f) t 定向为 — （!•，/);当 L ( iJ ) > 

t (~), 定向 ^ ( i , j ) — 这就是说，水平地,我们按照从小的 
元素汴大的元素 定向； 竖直地,正相反. (边 图是 n = 3 的一个例子.> 

注意对所有的 （ i , j ) 可得 d + (i,j) = n - 1. 事实上，若 = 
则第 i 行的 n-k 个方格里有比大的数字，而第 j 列的 k 一 1 个方 
格里有比 A : 小的数字. 

根据引理1,剩下的只要证明瓦的每个诱导子图都有核.考 
虑 A g V ，令 X 为 L 的行的集合， K 为列的集合•给4附加一个二部 
W G=(XuY,A), 其中每个 （ i ， j ) e 4通过边0表示 ， f exjev . 
边上的例子中 >1 里的小方格加了阴影. 



、 的定向？!然导出 G = (XUY,A) 中邻集的排 序:在 yv W 中 
^ f > j ， 若在沒 n 中有一* ( i ,/); 类似地在#(力中 〆 > j ， 
若“， J ) 一 i ^ J )- 由引理 2 , G = 有稳定匹配 M ■这 

个 M ， 麵八 的一个子集,正是我们要找的核！为肴到这一点，首先 
注意 iV / 在中是独立的， W 为作为 C = (XUV,A) 中的边它们没 
冇公共的端点 i 或 j . 其次，若 (i ， j ) € A\M y 则由稳定匹配的定义存 
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d 


线阁的构造 


在或者 ( i ,/) e M 使得 f > j , 或者 ( i \ j ) e M 使得 i ' > i ， 这在瓦 
里意味着 （ i ， j ) — ( i ，/) e m 或 （ i ， 力 — 证毕. □ 

结束故事以前让我们走得更远一点.读者也许已经注意 到图& 
是通过在一个二部图上的简单构造得到的.取完全二部阁，记为 K n , ny 
I 义 I = m = n , 且边集是 X 与 Y 之间所有的边.如果我们把 K n , n 
所有的边看做某个新图的顶点，新阁中两个顶点相邻巧且仅当做 
为 K UtU 的边它们有一个共同端点,则清楚地看到这就是方格阁 
让我们把&称作的线图.同样的构造可以在任意的图 G 上 
进行;称得到的图为 G 的线图 L ( G ). 

一般地，称//为线图若对某个图 G 有// = L ( G ). ，然，并非每 
个图都是线阁.一个例子是我们先前考虑过的尺 2 , 4 ,对这个图我们 
有 X (^2,4) < X ( ( K 2 a ). 但如果 " 是线图又怎样呢？通过修改我们 
定理的证明易见当//是二部图的线图时 x (//) = x ( ( H ) 成立.同样 
的方法也很有可能走得更远来验证这个领域里最后的猜想： 

对所有的线图//都有 X ( H ) = Xf ( H ) 成立吗？ 

关于这个猜想已知的极少,看起来很困难——但是毕竞 Dinitz 问题 
在二十年前也是如此. 
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恒等式与双射 


第29章 


考虑无限乘积 （1 - fx )( l + x 2 )( l + x 3 )( l + x 4 ). • 合并乘积中的 
同类项用通常的方式展成级数 En >0« nX ". 通过观察我们得到 
前几项 


n(l + = 1 -h X + X 2 + 2x 3 + 2x 4 -f 3x 5 + 4x g + 5:r 7 + … •⑴ 

jfc^i 


所以我们有比方说如= 4 , a 7 = 5,然后可以（正 当地） 猜测当 n _ 
00时，也趋于无穷. 

看同样简单的乘积 （1 - 1)(1 - x 2 )(l - i 3 )(l 一 x 4 ) …, 想不到的 
事情发生了.展开乘积我们得到 

f [( l - a : fc ) = l - x - x 2 ^- x 5 ^ x 7 - x l 2 ~ x ir , - hx 22 -\- x 26 - ••• . ( 2 ) 

fc 彡1 

肴上去所有的系数等于1, -1 或 0. 何这是对的吗？如果是的话，规 
律在哪？ 

无限和与无穷乘积以及它们的收敛性自从微积分诞生以来就 
在分析领域中扮演核心的角色,这上面的一些贡献是由数学中的一 
些最伟大人物做出的，从 Leonhard Euler 到 Srinivasa Ramanujan . 

$解释 （1) 和( 2 )这样的恒等式的时候，我们却不理会收敛的问 
题——只是简单地对系数操作, 处理“ 形式”幕级数与乘积.在这个 
框架下我们将展示组合论证怎样为看似闲难的情等式引出优美证 
明. 

我们的基本概念是自然数的分拆.我们称满足 A , > A 2 > …彡 
^ 1的和式 

A : n = Aj + A2 + * • • + 

为 n 的一个 分拆. P ( n ) 则是 n 的所有分拆的集合，且记 P ( n ) := 
| P ( n )|, 其中 p (0) = l . 

分拆和我们的问题有什么关系呢？好，考虑下面这个无穷多个 
级数的 乘积： 


5 = 5 
5 = 4 + 1 
5 = 3 + 2 


5 = 3+ 1 + 1 
5=2+2+1 
5=2+1+1+ 
5=1+1+1+ 



由 p (5) = 7 计数的分拆 


( l + a :- fx 2 - fx :J + -.)( l + a : 2 + x 4 + x G +--.)( l + x 3 - fx 6 - fx 9 + --) ••• (3) 


216 


组合数学 


其第 it 项是 （1 +戶+ + x ^ +当我们把乘积展开成 
为 f 的系数是什么呢？稍加思索就足以说服人们这 
正是记 \为和 


6 = 5+1 
6 = 3 + 3 
6 = 34-1 + 1 + 1 




把6分拆为奇 数项: p c (6)=4 


n = nj • 1 H - ri2 • 2 + n 3 • 3 4- 


=1 + -.-+1 + 2 + "- + 2 + 3 4 - + 3 + 



的方法数.因此系数就是 n 的分拆数 p ( n ). 由于几何级数1 + / + 
/* + .. •等于我们证明了第一个恒等式 •• 

II 占 = !>(♦' ⑷ 

k^l n^O 

进一步,从以上分析中还可看出 W 式 rhr 对应的是 fc 对 n 的 
分拆的贡献.于是，假如从 (4) 左端的乘积中忽略 占， 那么 A : 将不 
会在右端的任意分拆中出现.作为例子我们马上就得到 

El ! _ ^2 — = &。(咖' ⑻ 

其中 Po ( n ) 是 n 的所有项都是奇数的分拆数.类似地，也可得到所 
有项都是偶數的命题. 

至此,无穷积 + A 中 n 次项的系数是什么应该清楚了. 
因为 （3) 中的每个丙孕或者取1或荠取 ： r fc ， 这意味着我们考虑的只 
是每个 fc 出现至多一次的分拆.换句话说,原来的乘积 （1) 展开为 


7 = 7 

7 = 5+1 + 1 


] J ( l + x fc ) = ^ Pd ( n ) 



⑹ 


7=3+3+1 
7 = 3+1 + 1 + 14-1 



其中 p d ( n ) 是 n 的各项互异的分拆数. 

现在形式级数的方法展现了充分的威力 . |1 彳 l - x 2 = ( l - x)(l + 
x ), 可以写 



7 = 4 + 2+ 1. 

7分別分拆成全奇或互异的 部分: 
Po (7) = pd( 7 ) = 5. 


W 为所有偶幂次的 W 式1 - z 21 都消掉了.所以， (5) 和⑹中的无穷 
乘积是同一个，于是级数也相同,从而得到美妙结果 

Vo(n) = pd(n) 对所有的 n 彡 0. ⑺ 


第 29 章恒等式与双射 
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如此惊人的等式要求简单的双射证明——至少从任何组合学 
家的眼光看是这样. 

问题•设尸。 ( n ) 和 P d ( n ) 分别是将 n 分为全是奇教项和全是相异项 
的 分拆： 找到从到 P d ( n ) 的一个双射！ 

已知的双射冇一些,但下面这个属于 W . L . Glaisher (1907) 的 
可能是最简洁的.令 A 为 n 的一个只有奇数项的分拆.合并相同的 
项，得 

n = 入1 + . • . + 入1 + 入2 + …+ 入2 + . . . + At -f • • • + 



= ni • Ai + n 2 - A 2 H - h n t - A t . 

y 出二进制表示 n , = 2% + + • • • + 2吣，类似地处理其他的 ni . 

新的 n 的分拆 A ' 就是 

Y : n = 2 mi Ai +2 ma A , + + 2 kl X 2 + ■-. 

我们需要验证 A ' 在 P d ( n ) 里面以及 0 : A m A ' 确实是双射.二 
者都很容易验 证:若 = 2 6 Aj ，则由\和都是奇数有2。= 2\ 
从= Ay . 闪此 属于 Pd ( n ). 反之,若 n = 川 +/ i2 + … + / x a 是 
各项互异的分拆,可通过合并2的最高幂次相同的所有叫，再把奇 
数 S 上正确的重数，就逆回去了.边 A 展示了一个例子. 

于是,我们运用形式级数引出分拆的等式 Po ( n ) = p d ( n ), 随后 
用双射来验证.现在我们反过来，先给出分拆的双射证明再推出恒 
等式.这次我们的目标是认清展开式(2> 的规律. 

考察 

1 - x - x 2 4- X 5 + X 7 - X 12 - x 15 + X 22 -f X 26 - X 35 - X 40 + • • •. 

指数（除了第一个0> 似乎是成对出现的，而取每个对里的第一个指 
数则给出数列 

1 5 12 22 35 51 70 

众所周知，这些数与 Euler 冇关. 它们就是五角形数 /( j )， 其名字来 
源参看边图. 

容易算得 /( j ) = ^以及关于每一对里的另一个有 /( j ) = 
总结一下，正如 Euler 所做的,我们猜想下而的公式成立 • 


例如， 

入： 25 = 5+5+5+3+3+1 + 1 + 1 + 1 
被0映到 

• X ’： 25 = (2+1 )5+ (2)3+ (4)1 
= 10 + 5 + 6 + 4 
= 10 + 6 + 5 + 4. 

n 

y : 30= 12 + 6 + 5 + 4 + 3 
为 30 = 4(3+1) +2(3) + 1(5+3) 

= (1)5+ (44-2+1)3+ (4)1 

得到分 

A : 30 = 5 + 3 + 3 + 34- 3+ 3 + 3 + 
3+1 + 丨 + 1 + 1 
只有奇数项. 



五角形数 



组合數学 


定理. 

n(i -々 = i+E (-以卜 中 十①中).⑻ 
w i>i 


Euler 通过计算形式级数证明了这一惊人事实,但我们给出一个 
双射的天书证明.首先，注意到由 （4) 乘积恰好是分拆 
级数 En ^ oP ( n ) x n 的逆.因此，置 n 切 (1 - j ) =: E „> 0 c ( n ) x ' 则 
发现 

(^c(n)x n ) - (^2p(n)x n ) = 1 . 

n^Q n^O 

比较系数、则 c ( n ) 是唯一的序列满足 c ( 0 ) = 1 与 

n 

Yl c ⑷〆 n - fc ) = 0 对所有的 n ^ l . (9) 

*=0 

将 ( 8 ) 的右端写作 g (- 1 )心_，我们需要证明 

J = —OO 

{ 1 对^^^.义飞泛是偶数, 

- 1 对 A ;= 心:」•'.、与是奇数， 

0 其他情况. 

给出了这个唯一的数列. 对 j ez 、 mMj ) = ^并代人⑼，我们 
的猜想简化为 

^ p ( n - 6 ( j )) = ^ p ( n - 6 ( j )) 对所有的 n . 

3 ^ j htk 

与然我们只须考虑使得 6 ( j ) < n 的 j . 于是舞台搭 好了： 我们必须 
找到双射 

U p ( n - 6 0)) — U p ( n - 峨 . 


人们提出了好几个双射,但下面这个由 David Bressoud 和 DoronZci !- 
berger 给出的构造简单得令人惊讶.我们只给出 0 的定义 （其 事实 
上是个对合),请读者自行验证那些简单的细节. 


第 29 章恒等式与双射 
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对入：入 1 + • • • + At € P(n — 6( j ))， 置 

(i + — 1) -f (Ai — 1) + • • • + ( A < - 1) 当 t + •彡 Ai ， 

<t>W ：= ^ 

(A 2 + 1) + … + (At + 1) + 1 + ... + 1 ^t + 3j<X u 

以上忽略可能存在的那些 0. 可以验证第一种情况下 6( A ) 在尸 (n - 
6( j - l )) M , 而第二种情况下在 P(n - + 1)) 里面. 

这真是优美,而我们还能从中得到更多.前面已经知道 

J " J ( l + x fc ) = [ p d ( n ): u . 

k^l n^O 

有经验的形式级数处理#会引入新的变量2/，然后得到 
n( 1+ 2/ xfc ) = Y^P<i ， m(n)x n y m ， 

k^l n^O 

其中 P < l , m ( n ) 计数 n 的有恰好 m 个互异的项的分拆数.当 J ； = -1 
时这给出 


k^l n^O 


( 10 ) 


其中 E d ( n ) 是 n 的全为偶数的互异项的分拆数，而 O d ( n ) 是全为奇 
教的分拆数.点睛之笔来了.比较（⑼和 （8) 中的 Euler 展开 ，我们 
得到美妙的结果 

1对 + 当 j>0 为偶数， 

-1 对打=华当 j>l 为奇数， 


^ d ( n ) - O d ( n ) = 


0其他情况. 


当然，这只是一个更长、仍在进行中的故事的开端.无穷乘积 
的理论中充满了意料之外的 恨等式 ，以及它们通过双射对应的对象. 
最著名的例子是所谓的 Rogers-Ramanujan 恨等式，它根据 Leonard 
Rogers 和 Srinivasa Ramanujan 命名，在其中数字5起了神秘作用： 


n 

n 


(1 - x 5 *- 4 )(l - x ^- 1 ) 


( 1 _ x 5 fc -3)( 1 _ x 5 fc -2 


E 

E 

n^O 


(1 -x)(l -x 2 )*.-(l -X 1 


+n 


(1 - x)(l — X 2 ) • • • (1 - x n ) 


作为例子考虑 n = 15, j = 2, T 
是 6(2) = 7. P(15 - 6(2))= 尸⑻里 
的分拆 3 + 2 +2+1 被映射到 9 + 2 + 
1 + 1,这是在 P(15 - 6(1)) = P(13) 
里面. 


当 n = 10时的一个 例子: 

10 = 9+ 1 

10 = 8 + 2 

10 = 7 + 3 

10 = 6 + 4 

10 = 4 + 34-2+1 

及 

10 = 10 
10 = 7 + 2 + 1 
10 = 6 + 3+ 1 
10 = 5 + 4 + 1 
10 = 5 + 3 + 2， 

故 E d (\ 0 ) = Od (10) = 5- 
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组合數学 


我们邀请读者来将它们表达成下面的分拆恒等式,这是由 Percy MacMa- 
hon 首先注意 到的： 

•令 /( n ) 为 n 的所有项都形如 5 A : + 1或+ 4的分拆数, p ( n ) 为 
任意两项相差至少为2的分拆数，则 /( n ) = g ( n ). 

•令 r ( n ) 为 n 的所有项都形如+ 2或 5 A : + 3的分拆数, s ( n ) 为 
任意两项相差至少为2并且不含项1的分拆数，则 r ( n ) = s ( n ). 

所有已知的 Rogers-Ramanujan 恒等式的形式级数证明都相当复 
杂.在很长的时期内, /( n ) = p ( n ) 和 r ( n ) = s ( n ) 的双射证明似乎 
无迹可寻；这样的证明终于在 1981 年由 Adriano Garsia 和 Stephen 
Milne 给出.然而，它们的双射非常复杂一天书证明还看不到踪 
影. 
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平面图的五色问题 


第30章 


在图论建立之初，平面图以及它们的着色问题就成为研究的热 
点,这是因为它们和四色问题有若密切的联系.最初的四色问 题是: 
是否总可以用四种颜色着色平面图的区域，使得阁中共边的区域 （不 
仅仅是-个点）有不同的颜色.右阁表明着色阁的 K 域等价于着色 
平面图的顶点•如第11章所讲，将一顶点放人每个 K 域的内部（包 
含外面的区域)，然后将相邻 K 域中的两个顶点连接起来,且连线要 
通过公共边. 

这样生成的图 C 是 M 的对偶图.它是一个平面阁，且一般意义 
K 着色 C ； 的顶点相当于着色 A / 的[^域.闵此我们只需研究顶点的 
着色问题.我们可以假设阁 (7 没有 f | 环和重边， W 为这两个概念与 
着色无关. 

在漫 K 且艰辛尝试证明四色问题的历史中，有许多非常接近的 
结果,似是最终成功的是 Appd - Haken 在1976年的证明和 Robertson , 
Sanders ， Seymour 和 Thomas 在1997年运用占老组合思想的证明（可 
以追溯到19世纪）以及最新的用现代计算机的 证明. 原始证明问 
世2 5 年以来，并没有得到明敁的改进. 

W 此 U : 我们退一步想,是否存在一个简洁的证明吋以说明任何 
平面阁可以五着色 • 在上个世纪初， Heawood 给出了这个定理的证 
明. 他的 iiF . 明中运用到的基本 r •具（事实上在四色定理中也用到 
O 是 Euler 公式（见第 11 章）. K 然，•当给 G 着色时，我们可以假 
设 G 足连 通的， 闪为 我们可以分別着色连通块.一个平而阁 将平面 
分成尺 个区域(包含 M 外面的区 域）. Euler 公式表明对丁•任何连通 
平 rfifraG = ( v ，£：)， 我们冇 



这个 f 曲图有8个顷点，13条边以 
及7个区域. 


\V\ - \E\ + \R\ = 2 . 

作为•个热身，我们先看看如何运用 Euler 公式去证明每个阉都吋 
以六着色.我们对顶点数 n 进行归纳.对于比较小的 n (特别地对 
于奶这是很显然的. 

从第11 $命题的 （ A ) 部分我们知道 G 冇一个度数至多为5的 
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顶点删 i 〃以及和它相连的所有边，则得到顶点数为 n - 1的平 
面图= G \ u , 根据归纳法，它可以被六着色.闵为 t ; 在 G 中至多 
冇5个邻点,所以在图 G ' 中至多用五种颜色来着色这些邻点.如果 
我们可以用在阁中没有用来着色 v 的邻点的颜色来着色〃，这样 
我们将的六色方案扩充成 G ’ 的六色方案. 



现在让我们 来种看 平面图的列表色数，我们已经在 Dinitz 问题 
那章讨论过这个问题了.显然地，六色问题的方法也可以用到列表 
色数上（同样,我们不会用完颜色)， W 此对每个平面图 G 有 Xe ( G ) ^ 
6 成立. 19*79 年, Erdos , Rubin 和 Taylor 猜想所有的平面图的列表色 
数最多是5,且存在列表色数满足 X ,( G ) > 4 的平面阁 G . 他们的猜 
想都是对的 . Margit Voigt 第一次构造了一个列表色数为 Xf ( G ) = 5 
的平面图 （7 (她所举的例子含有238个顶点)，且儿乎在同一样时 
间 Carsten Thomassen 给出了一个关于五列表着色猜想的绝妙证明. 
他的证明也生动地告诉了 我们： 当你发现正确的归纳假设之后你就 
知道该怎么做了.他的这个证明没有运用到 Euler 公式！ 

I 定理.所有平面图 G 可以五列表着色，即.• 

X〆G ) < 5. 

■ 证明. PT 先注意到增加边只会增加图的色数.换言之，如果// 
是 G 的子軋则有 x〆 //) 彡 X e ( G ). 因此我们可以假设 G 是连通的 
旦所有嵌人平面的边界都是三角形.我们称这样的阁 为近似三角剖 
分平面图.由这个定理关于近似7角剖分平面图的证明可以建立这 
个定理关于所有平而图的证明. 

证明这个定理的窍门就是证明以下非常强的陈述（我们将用归 
纳法证 明）： 

令口 = ( V y E ) 是一个近似三角剖分图， B 是最外面区域的 
边界.我们在颜色集 C ( v ), v^V 上作如下 假设： 

(1) B 中两个相邻的顶点: r ， y 已经着上了不同的颜色《 

和 0. 

(2) 对于任意 Z ? 中的顶 A v 有 \ C ( v )\ ^ 3. 

(3) 对于任意内頂点 v 有 | C 7( v )| 彡 5. 

則通过从顏色列表中选择颜色，可以将: c ， y 的着色扩充成 G 
的一个正常着色，特别地, Xi ( G ) ^ 5. 


第 30 章平面图的五色问题 


对亍 |V| = 3这是显然的，因为对于唯一没有着色的顶点 t; 我 
们有 |C(t;)| ^ 3, W 此存在可用的颜色.现在我们采用归纳法 • 

情形1.设 B 有一条连接两顶点 D 的弦,它并不在 B 中.由 
归纳假设，被仄 U { uv } 包闱且包含顶点: r， y ， U 和I；的子图 G 是 
近似三角剖分的， 闪此 是可以被五着色的.设在这个着色方案中顶 
点 u 和 t; 得到的颜色是7和&现在让我们看看被氏和⑽包围的 
底下部分 G 2 . 考虑到 u，t; 是被先着色的,则我们知道 G 2 也满足归 
纳假设.因此存在五列表着色，故 G 也是. 

情形 2. 假设 i ? 没有弦 .设你 是位于 Z ? 上被着成 a 色的顶点: r 的 
另一侧的顶点, aw ，…是伽的邻点. W 为 (7 是近似 三角剖 
分的,故我们得到如图所示的情形. 

通过从 (7 删去顶点 ia , 以及所有与其相连的边，我们构造了近 
似-角剖分图 G' = G\v 0 . G. 冇外边界 = (B\v 0 ) U { 灼 ， … ，灼 }• 
根据假设 (2)^\C(v 0 )\ > 3,我们知道 C(v 0 ) 中存在两个不同于《 
的颜色 7 和 (5. 现在我们用 C(i 0\{7, 科去替代每个并且保 
持 G" 中其他顶点的养色方案.则显然满足所有假设且根据 H 纳 
假设它存在五列表着色.为〃0着上不同于颜色1/;的颜色7或者么 
这样我们就可以把的列表着色扩充到整个 G 上. O 

这样我们就证明了五列表养色定理.但是，故事并没有完.一个 
更强的猜测 声称： 一个平而图 (7 的列表若色的色数最多比其一般 
着色的色数多 1. 

对于任意平面图 G 是否有 x >( GKx ( G ) + l ? 

因为 根据四色定理 X (G) ^ 4,我们得到以下飞种 情形： 

情形 I: X (G) = 2 ^ X p (G)^3 
情形 II : X (G) = 3 => Xf (G)^4 
情形 III : X (G) = 4 => x,(C)^ r o. 

Thomassen 的结果解决了情形III， Alon 和 Tarsi 巧妙地（且非常复 
杂）证明了情形 I. 更进一步,存在 x(^) = 4 2和 Xf (C) = 3的阁 G， 例 
如在前面关千 Dinitz 的问题的那一章所提到的图 K 2A . 

关于情形 H 呢？这个猜测是不 对的： 基于早期由 Shai Gutner 
构造的一个阁， Margit Voigt 第•次 ffi 明了这个结论 .Shai Gutner M 
如下方法构造了这个具有 13() 个顶点的图.符先让我们看看如阁 
所示的“双八面体”，它显然可以被三着色. ^a€ {5,6,7,8}, 0 e 
{9, 10.11,12}, R 考虑如图所示的列表.你可以证明用这些列表去若 
色该阉是不可 能的： 现在我们将这个阁复制16倍，把所有顶部的 


顶点和底部的顶点看成一样的 . 这样我们得到 16 • 8 + 2 = 130 个 
顶点的平面图，它仍是三着色图 . 我们把 {5, 6,7, 8 } 分配给顶部的 
顶点， {9,10,11 ， 12} 分配给底部的顶点， 16 对 (a,/?) (a € {5,6,7,8 }， 
/iG {9,10,11,12}) 分配给内部的顶点 . 对于《和 /3 的每个选择，我 
们得到如图的一个子图，而且整个大阁的列表着色是不可能的 • 

通过修改 Gutner 的另一个例子， Voigt 和 Wirlh 得到一个史小的 
图，它冇 75 个顶点， X = 3, ％ = 5, 而且其最小列表着色是 5 .现在 
的纪录是 63 个顶点 • 
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博物馆的保安 


第31章 


I 973 年 , Victor Klee 提出了一个彬常吸引人的问题.假设一个傅 
物馆的经想确保仟何时刻傅物馆的每个 地乃都 可被-名保安观 
饬到.如采保安在间定的位 WI :， 11他们 " J ■以 转动，那么这个陴物馆 
总共沿要多少保安呢？ 

我们将陴物馆的墙刹成 H 竹"个顶点的多边形.气然，如31•这 
个多边形足凸的，那么一个保安就够了.漭实 h ， 保安驻扎在仟何一 
个位肾都 nr 以.何足•一般怡况下，揋览馆的墙可以足仟何形状的闭 
多边形. 



•个凸的展览 W 



如边 ra 所承，考虑•个墙数为《 = 3 m 梳了•形陴物馆. M 见, 
这个 陴物馆 至少沿览 m = 3个保安.琪实 h •这冇 n 而墙.现在 
点 I 只能被安筲在包含1的阴影•:角形内的保安观察到，对于 K 他 
点2,3, …， m 冇类似的情况. W 为所冇-角形都足不相交的，故我 
们得到 结论: 这个博物馆至少芮要 m 个保安.似 m 个保安足够 



2 3 





了，闪为他们被安排在三角形的顶部的边上.去掉最后的一或两面 
墙，我们得到对于仟意 n 存在一个需要旧 j 个保安的 n 面墙博物馆. 


以下的结果陈述 r 这是最坏的情况. 



| 定理•对于任意一个有 Ti 面墙的博物馆,个保安就足够了. 

这个“美术馆定理”首先是被 Va§ek Chvdtal 用一个非常聪明的 
论证证明的，但是这里给出的 Steve Fisk 的证明实在是漂亮. 


具有 n = 12曲墙的博物馆 



博物 W 的一个三角剖分 


■证 明. 沣先，让我们在拐角处画 n - 3条不夂叉的对角线直到博 
物馆被7角剖分.例如，我们可以在图中 W 9条对角线来产生一个 
三角剖分.木证明与二角钊分的选择无关.现在让我们考虑一个新 
阁： 这个新图以拐角为顶点，墙和对角线为边的一个平面图. 

断言.这个图可以-着色. 

对于 n = 3, 这个结论是显然的.现在对 n >3 选择被对角线连 
接的两个顶点 u 和这个对角线可以将图分成包含边的两个小 
角剖分阁.根据归纳假设，我们将每部分三着色，且我们可以将 tx 
着成颜色1, V 着成颜色 2. 将这两个着色方案联合起来，就可以得到 
整个图的一个三着色方案. 

剩下的部分就比较简单了.因为有 n 个顶点，至少有一族由着 
相同颜色的顶点构成的顶点类，比如说被着成颜色1的顶点类，包 
含至多 L 制个顶点，我们就在这些地方安相卩保安.因为每个三角形 
都包含一个着成颜色1的顶点,我们知道每个三角形都被守卫着，因 
此整个博物馆也被守卫着. 口 


聪明的读者也许会发现我们论证过程中有一个微妙的地 方:是 
否总是存在这样一个三角剖分呢？大概每个人的第一反应都 是：显 
然存在啊！是的,这是存在的，但是完全不是 MfW 易见的，且淇实上, 
这个事实不能推广到一维情形 （分 成两个四面体这个可以从边阁 
所示的 SchdnhanJt 多 面体肴 出来.边图是将一个三角棱柱绕顶部三 
角形旋转时得到的，但是每个四边形的而被分成拥有非凸边的两个 
角形.试养三角剖分这个多面体！你会发现任何包含底部二.角形 
的四面体•定包含顶部的二.个顶点中的 一个: 但是所得到的四面体 
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不会被包含在 Schonhardt 多面体中.因此，如果没有附加的顶点，就 
不存在5角剖分. 

为了证明平面非凸多边形存在一个三角剖分,我们对顶点数 n 
进行归纳.对于 n = 3的情形是54而易见的.令 n X 根据归纳法， 
我们只需要找到将多边形 P 分成两部分的一条对角线,使得多边形 
的三角剖分是山其部分的三角剖分粘合而成. 

如果顶点4的内角是小于180。的，则称顶点/ I 是凸的. W 为 P 
的所有内角之和是 （n - 2)180°, 所以 P 存在一个凸顶点 A 亊实上， 
至少存在三个凸 顶点： 本质上这是鸽笼原理的一个应用！或若你可 
以考虑多边形的凸包，且注意到它的所有凸顶点对于原始多边形也 
是凸的. 

现在我们考虑4的两个相邻顶点 B 和 C . 如果线段都在 P 
里，则这就是我们的对角线.如果不是，则 F 角形 ABC 包含其他顶 
点.将 0(7 滑向4直到它碰上 ABC 中的最后一个顶点 Z . 现在 
是在 P M ， 所以我们得到一条对角线. 


现在存在许多关于美术馆定理的不同变形.例如，我们可能只 
须守： U 墙壁 （ W 为,那是挂画的地 方）， 或者保安都被安苕在顶点上. 
如下是一个特别好的（未解决）的 变形： 

假设每个保安只需巡逻博物馆的一面墙，因此他沿着这面墙 
走并且可以看到从墙上任何一点能够看到的任何事情. 

我们需要多少个这样的“墙保安”来维持秩序呢？ 

Godfried Toussaint 构造了一个如图所示博物馆，这个博物馆需 
要个墙 保安. 

这个多边形有28条边 （ •般地设为 4 m 条边)，请读者证明这样 
的情形需要 m 个墙保安.有猜测说除了一些很小的值 n ， 这个数也 
是足够的，何这个猜测还没有得到 i £ 实. 
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Turan 的图定理 


第32章 


I 冬1论中最基本的定理之一是1941由 Turan 发现的一个定理，它 
开启了极图理论的研究. Turan 的定理被多次*新发现冇许多证明 
方法.本葶中,我们将讨论其中的五个,请读者判断哪个证明属于数 
学天书. 

ih 我们先间定一些符号.我们考虑顶点集 K =卜，…，心}和 
边集 E 上的简单图 G . 如果€ E 则称 q 和&是相邻的.如 
果 G 中的一个 p - 团是 p 个顶点的完全子阁，则标记它为 AV Paul 
Turdn 提出了以下问题： 


设 G 是一个简单图且不包含 p - 团，則 G 最多有几条边? 



Paul Turdn 


我们把 v 分成 P - 1对互不相夂的子集 v = V , U --. UV ,, ,, 
| K | = n„n = n ,+.-. + n p _ l 并将从属于不同的 K ，％ 中的顶点连接 
起来,从而得到这样的子阁的例子.我们记得到的阁为 K ni ,..., np _ lt 
它有 E ,<, 条边.给定 n , 如果我们尽可能地将 n 分成差不多 
大小的即对于仟意 i，j 有 | n ,- 力| <1，我们将得到这类图中最 
大的边数.事实上，假设〜> n 2 + 2.将％中的一个顶点放到 b 
中，我们得到边数比图.多 （m - l )( n 2 + 1) - n t n 2 = 
Til - Tl 2 - I ^ l 的阁 K ' ti , 我们称满足 彡 1 

的阁为如图.特别地，如果 n 被分成 p - 1份，则我们 
可以对所有的 i 令 n , = #，从而得到 





(V)( 




条边. Turdn 的定理表明这个数是 任意无 p - W 的 n 顶点的边数的 
一个上界. 

定理.如果具有 n 个顶点的图 （7 = ( V ， E ) 没有 p •团且 p 彡2,则 


1^1 ^ 



⑴ 




a 


当 p = 2 时这是 ttrW 易见的.我们感兴趣的第一个数是 P = 3, 
在这种情况下，定理表明不含三角形的 n 顶点图的边数最多是 
在 Turan 的结果之前，这个特殊情况已经被证明.第17章讲了两个 
运用不等式的漂亮证明. 

现在我们来看看一般情形.先，我们介绍分別由 Turdn 和 Erd 6 s 
给出的基于归纳法的两个证明. 

■ 第一个 证明. 我们对 7 i 进行归纳.很容易验证当 n < p 时, （1) 
成立.令 G 为点集 V = { v ir - y v n } 上包含最多边的无 p - 团图 
且 n > p . G —定包含 （p - 1) •团，否则我们可以加人一些边.设4 
是一个 (P - 1)- 团,且令集合 B := V \ A . 

义包含(^ 1 )条边,且现在我们估计 S 中的边数 M 以及4和 B 
之间的边数根据归纳法,我们有 1(1- ^)(n - p + l ) 2 . 
W 为 G 没有 p 团， 每个 Vj e 13 最多与 >4 中 p - 2 个顶点相连，我们 
有 e Atli ^( P -2)( n - p - tl ). 综合起来，我们得到 

1 却 ^ 2 *) + K 1 ~ ( n * P + 0 2 + (P - 2)(n - p + 1) , 

右边恰好是 □ 

■ 第二个证明_这个证明充分利用了 Turdn 图的结构.令 e K 
是度数最大的顶点，即4 = max ^ Kn 屯用 S 表承由、的邻点 
构成的集合，|6’| = c / m ， 且令 r := V \5. 由于 (7 中没有 p 且〜 
是与 S 中的所有点相邻的，我们知道 S 中没有 （p - 1)- 团. 

现在我们在 K 上构造图// (如阁所示） . //对应着 S 上的 （7 
且包括 s 与 t 之间的所有边，但不包含 r 中的边.换言之， r 是// 
中的独立集，我们得到 结论： //中也没有团.设4是//中顶 
点巧的度数.如果％ e 父则我们根据丑的构造可以知道4 s 
且对于 W e r , 通过〜 的选择我们有4 = | S | = d m 彡尖.我 
们推断出 \ E ( H )\ > \ El 且在所冇貝•有最大边数的图中一定存在 
Ji 有//形式的围. 根据归 纳法，⑴ S 诱导的阁至多和6、上的一 
个合适的 K ril ,..., np _ 2 阁具冇 相同的边数.闪此由 | E | < \ E ( H )\ ^ 
玢/^,…，,—,）和％-, = |71,我们推断出 （1). □ 

接 F 来的两个证明与上述证明具有不问的性质，它们运用了烺 
大值论证和概率论中的 思想. Mcnzkin 和 Straus 以及 Alon 和 Spencer 
分别得到了这个证明. 
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■ 第三个 证明. 考虑顶点上的概 率分布 切 =(叫，… 1wn ) t 即给顶 
点 i 分配满足条件 E,=i ^ = 1的数值斯 > o . 我们的目标是极大 
化如下 函数： 

f(w) = ^2 W i W j' 

ViVj^E 

考虑 t £7 是仟意分布,令叫和巧是分别具有正权重斯和％的一对 
不相邻 的点. 令〜是％所有相邻顶点的权重之和，类似 定义％ 且 
我们可以假设〜 > 心现在我们将％的权重给，即％的新权重 
是叫+ %，同时巧的权重是 0. 对于这个新的概率分布我 们有： 

f( w， ) = /(tw) + WjSi - WjSj > / ㈣. 节 

我们重复这个过程（每步减少一个具有正权重的顶点 > 直到没有两 
个不相邻的正权重顶点. 因此我 们得出结论,最优分布是所有非零 •' { 

权重都限制在一个团上（例如 A :- 团)的分布.现在如果有 M > 0, “移动重杉 

则选择满足 Ocecww 的 e 且将 m 变成 w -£，切 2 变成 w 2 + e . 

新得到的分布 w / 满足 f ( w f ) = f ( w ) + e ( t^i - w 2 ) - e 2 > /« 从 
而我们可以推断出 f ( w ) 的最大值是在叫= | 的 fc - 团上得到的， 

且对于其他点有奶 = 0. 因为一个匕团包含条边,从而我们 
得到 

% k(k — 1)1 1 / 1 \ 

由于这个表达式是随 A : 递增的,所以我们可以令 k = p - 1 (山于 G 
没冇/>•团） • 因此对于任何 ti ； 我们得到结论 


f{w) ^ 


特别地，当给每个赋上权重^ = 1得到均匀分布时，这个不等式 
成立.丙此我们得到 


f ( wi = i) ^ K 1 - 占)， 


上式正是 （1). 


■第四个 证明. 这次我们将用到概率沦的一些概念.令 G 是顶 
点集 K = {〜,..•，〜}上的任意一个图•用木表示叫的度数，且 
用 UJ ( G ) 表示阁中最大团的顶点个数，我们称之为 C 的团教. 

断言. 我们有 u ；( G ) 彡 V — i —. 

7^1 ri - di 


我们随机地选择顶点集 K 上的置换 7 T = UlV2 ...|； n , 且每种置换以 
相同 概率+ 出现我们考虑以下集合% 属于 C ， 与且仅当％ 
与任何满足：/ < i 的巧 相连.根据定义，我们知道是 (7 中的一 
个团.令 X = 是对应的随机变量 • 我们有 A ： = ^ K 

中足 是顶点％的指示随机变量，即当的 e 时有足 = Uvi ^ C n 
有足 = 0. 注意到相对于置换…〜有叫属于肖且仅当％ 
出现在所有不与其相邻的 n - 1 - 么个顶点之前，换言之，叫是％和 
与其不相邻的 n - 1 - 么 个顶点中的第一个.这个事件发生的概率 
是； rb ；, 因此 £^ = 4- 

所以根据期望的线性性，我们得到 

^(\c\\) = EX = Y^EX, = V-i-. 

故至少存在具有这样的基数的团,我们的断言得证.为了从该断吉 
推出 Turin 的定理我们运用第口章中的 Cauchy - Schwarz 不 等式： 

(±^T ^ {±^)(±^y 

*=1 i=l rt=l 

令 a ，= y/n - di , bi = 夕乂丄 ,则 aA = 1, 因此 

n 2 彡 (^(n-^))(^—i—) ^ (2) 

*=i *=1 n i=i 

这时,我们运用 Turan 的假设 u ( G ) < p - 1 • 同时结合双计数一飫中 
的 Er=i di = 2\ E \ t 可由不等式⑵推导出 

n 2 彡 （p - l)(n 2 -2 _， 

且这个不等式等价于 Turan 不等式. □ 

现在我们要介绍第五个证明，这个证明是这些证明中最漂亮的 
一个. 它的出处不是很淸楚，我们是从 Stephan Brandt 那里得到的， 
( fil 他是在 Oberwolfach 听说的.山它可以推出一个很强的 结论: Turin 
阁班实上是唯一一个具有圾大边数的阁 . 证明1和2也可以推出这 
个更强的结论. 


■第五个 证明. 令 G 是 n 个顶点上的无的边数最多的图. 
断言 ： G 中不包含三个顶点 w ， v ， w ; 使得⑽但⑽《 
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否则考虑如下情形. 

情形 1: d ( w ) < d ( v ) 或者 d ( u ) < d ( w ). 

我们可以假设 d ( u ) < d ( v ). 然后我们复制 V, 即构造一个新顶 
点 V ，， 它与 v 具有相同的邻居(但是不是一条边），删去 u ， 且保 
持剩下的不变. 

新图 C ' 也是无 ?>• 团的图,伹是对于边数我们有 

聊')| = \ E ( G )\ ^ d ( v ) - d ( u ) > \ E ( G)\ y 
这就产生了矛盾. 

情形2: d { u ) ^ d ( v ) K d ( u ) ^ d { w ). 

复制 ti 两次且删去 I ；和 u ; (如图所 示）. 同样新图 C 没有 p 团， 
且我们计算得到（结果-1是来自边 ㈣ )： 

1^)1 = |^((7)|+2^)-(^)+^)-1) > \ E ( G )\. 

W 此我们再一次推出矛盾. 

稍微考虑一下我们就知道断言等价于如下 陈述： 

w 〜？； :* t => uv i E ( G ) 

定义了一个等价关系.闪此 (7 是一个完全多部图，即(；= K ni ，…. 

从而定理得证. 
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第33章 


1956 ^信息论的嗖基人 Claude Shannon, 提出了以卩非常冇趣 
的 问题： 


I 假设我们通过信道传送信息给接收者 f 有些符号会失 真厂使 
得接收者能够毫无误差地接收到原信息的最大传输率是多 
少？ 

比我们来种？? Shannon 所提到的“信道”和“传输率”.我们用V表 
沁符V集合.一个倍息是山V中的•串符号构成的.我们将信逍7? 
成一个阁 G ’ = (KE), V 培符号绀成的集合， E 足由不可靠 
符 U 对之 N 的边构成的集合，不可靠符妗对指的是在传输过稃中可 
能会 被混淆 的两个符号.例如.在电 W 中传输 H 常用 ift 时,我们将符 
号厂和尸联系起宋, W 为接收荇也作•不能辨别它们.我们称 G 为混 
淆图. 

5 -mm g 将在我们的讨论屮起宥非常®要的作川.在这个例子 
中 ，丨和 2柯能会被混溥,但是丨和3不会，等等.理想情况下,我们想 
川5个符兮來传输，似是冈为我们希喂传输误差为芩，我们只传输 
混淆对中的一个符号. W 此对于5-酬，我们只能用两个符号(任何 
不 通过边 相连的两个符兮）.在“总论的语“中，这总味右对于我们 
在5-阍阁上达到的信总宇•足 log 2 2 - 1 (而北敁大的 log 2 5 ^ 2.32). 

然在这个模喂中，对于 仆意阁 ry 二 ( V . E ), 我们可以采取的最好 
方案足从一个最人独立集屮传输符 V . W 此丐传输中.个符号时，佶 
息率足 iog 2 a(cy Jt 中 a ( r ；) & a 的找立数. 

让我们•我们足否 n 了以用史大的符来代替单个符兮以 
获 W 史大的息率.假设我们 毋传输匕为 2的符号中 . 符紗屮 Wl a 2 
和¥2会被混淆4且仅、1以下飞种情形之一成立： 

• Wl = V] H . U-2 会与?， 2 混消， 

• «2 = t '2 且会与 ？ n 混浓，或者 
• u l 9 L V ] 会被混淆且 u 2 # r 2 会被混淆. 
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用图论中的语言，这相当于考虑两个图 Gi = ^別和^^ = (%，於) 
的乘积 （7 】 x (? 2 . 乘积 (7 i x G2 有顶点集 Vi x Vi = {(^ 1 , 1x2 ) : 
u i e Vi ， w 2 € V 2 }， 且 (? ii , tz 2 ) # { v u v 2 ) 是通过边相连的当且仅当对 
于 i = 1，2有 W = %或者 ti ⑼ e £：,• 因此符号串长为2的混淆围是 
单符号混淆 ffl G 与自身的乘积图 G 2 = GxG . 则对于符号串长为2 
的情形，每个符号的信息率是： 

= log 2 

现在我们用任意长度的符号串 n ， 混淆图是= G X G X ... X 


G ， 其顶点集为 = {( Tii ，…， W „) : Ui e V }，且 ( Wl , •• - t U n ) / 


(巧 ，••‘〜）通过边相连当且仅当对于任意 i 有叫=的或叫％ € £； 
成立.在符号串长度为 n 的情形下，每个符号的信息宇 •为： 


log 2 a ( G n ) 


= log 2 y / a ( G n ). 


我们可以对 a ( G n ) 说些什么呢？这里是第一个观察.令 t / C K 


是 G 中最大的独立集，且 | t /| = a . 中具有形式 （ m ， .. • ， u n )( 对 
于任意 i , 叫€ t /) 的 V 个顶点,显然形成了 中的独立集.闪此， 


从而 


<>(G n ) ^ a(G) n y 



W Cr 0 X C\ 


V ^( G -) ^ a ( G ), 

这意味着通过用更长的符号串来代替单个符号，我们不可能降低信 
息率.顺便提及一下，这是编码理论的一个基本 思想: 通过用更长的 
串来编码符号,会使无差错传输更加有效. 

不考虑对数,我们得到 Shannon 的基本定 义：图 G 的无差错容量 
是如下定 义的： 

0( G ) ：= sup y / a ( G n ) 1 

n 彡 1 

Shannon 的问题就是计算 0( G ), 特别是计算 0( C 5 ). 

让我们看看 (7 5 . 至今我们知道 a ( C 5 ) = 2 ^ e ( C 5 ). 让我们 
石看之前所描述的5 - 圈图，或者画在边栏的乘积图 x C 5 , 我们 
知道{(1，1)，(2,3)，(3,5)，(4,2)，(5,4)}是(7 5 2 的独立集.因此我们 
有«(^5 2 ) ^ 5. W 为一个独立集只能包含来自连续两行的两个顶点， 
我们得到 Q ( C 5 2 ) = 5. 因此，通过运用长为2的符号串，我们把容量 
的下界增加到 e(cy > \/5. 
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至今我们没有给出容量的上界.为了得到这个上界，我们又一 
次运用 Shannon 原始的思想.首先，我们需要用到独立集的对偶定 
义. 我们回忆 一下： 一个子集 C C V 称为一个团，如果 C 7 中的任 
何两个顶点都是有边相连的.因此顶点是基数为1的平凡团，边是 
基数为2的团，三角形是基数为3的团，等等.令 C 是 G 中团的集 
合.考虑顶点集上的任一概率分布 x = ( x v : v € V ), 即彡0 
且 = 对于任意槪率分布: r ， 我们将其与“最大团值”联 
系 起来： 

A ( x ) =踏 

«ec 

最后我们令 


A ( G ) = min 入 ( x ) = 


nunm|x ^ x v . 


为了精确，我们应该用 inf 代替 min , 伹是最小值是存在的，这是因 
为 A ( a :) 在所有分布构成的紧集上是连续的. 

现在考虑一个 V 的极大独立集[/，其基数 a ( G ) = a . 对于我 
们定义槪率分布 x u = ( x v :vG V ): 对于 t ; € {/ 我们有〜^ 
否则； = 0. 闵为任何一个团至多包含一个 [/ 中的顶点， 我们士 
出 X ( x v ) = 1,且通过 \( G ) 的定义我 们有： 




事实上, Shannon 所观察到 A ( G )* 1 是所有 ^( G ^) 的一个上界，因 
此它也是 0( G ) 的一个上界.为了证明这个结论,我们只需证明对于 
图 G ，// 有 

KG xH ) = X ( G ) X ( H ). (1) 

由此可以导出 \( G rt ) = A ( G ) n 且 


< A ^)- 1 =\( G)~ n 
^ A (<7 广 1 . 


为了证明<1)，我们将运用线性规划的对偶性原理（参见[1】），于是 
得到 

A ( G ) = （ 2 ) 

v€C C3v 

其中等式的右边跑遍了 (:上的所有概率分布 y = { y c ： C eC ). 


考虑 (7 X //,且令: T 和 〆 是达到最小值的分布，即 A (*) = A ( G ), 
入 Or ') = \[ H ). 在 G x //的顶点集中，我们对顶点 （ u ， t ;) 分配数 
值由于 S(„ iV ) z {n,v) = Z^u X ti Ylv X， v = 我们得到 
一个概率分布.我们观察到 GxH 中的最大团具有形式 CxD = 
{( u , v ) : u € C，r € D}， 其中 C 和 Z> 分别是 G 和 // 中的团.因此根 
据 \(G x H ) 的定义我们得到 

\(G x H ) ^ \( z ) = ma ^ ^ Z M 

( u , v)ecx D 

== A ( G ) A (//). 

u€C v^D 

同样地，我们将用 （2) 中 \( G ) 的对偶表达式 来诎明 反过来的不等 
式 A(G xH )^ \( G )\( H ). 总之，对于任何图 G ， 我 们有： 

e(G) < A ( G )- 1 . 



Lov 紅 z 伞 


让我们将结果运 用到心 阐阁或更一般的 m - 圈图上.通过 
运用顶点上的均匀分布（士，…，击)，我们得到 A(C m ) ^ ^这是因 
为任何团至多包含两个顶点.相似地，我们分配+给边以及0给 
这些顶点，通过 （2) 的对偶表达式我们有 A(C m ) > 我们得到结 
论 A(C m ) = 且对于任何 m 有以下式子 成立： 

6(C m ) < j . 

如果 m 是偶数,则显然地有 a ( C m ) = f ，故 0(C m ) = f. 但是，如 
果 m 是奇数，我们有 a ( C m ) = ¥. 对于 m = 3, C 3 是一个团，且每 
个乘积 C? 也是团，这就蕴含了 a ( C :i ) = 0(C 3 ) = 1. W 此，对于我们 
最感兴趣的5 - mm , 我们到0前为止 知道： 

v/5 ^ e(C 5 ) 彡 I (3) 

通过运用线性规划的方法（还有其他一些思想）， Shannon 计算 
出了许多阁的容量,特别是所有顶点数是五或比五少的图，但除了 C 5 
之外，他不能把 （3) 式的上界降低.在20年之后, L^szi6 Lovasz 用一 
个极其简单的论证证明了 0(C 5 ) = 从而给看似复杂的组合问 
题提供了 一个出乎意料且漂亮的解. 

Lov 如 z 的主要新思想是用长度为1的实值向量来表示顶点 t；， 且 
两个顶点不相邻、 *1 且仅当表示它们的向量正交.我们称这样的向量 
集为 G 的正交 表现. M 然，这样一个表现总是存 在的： 只要选择 m = 
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| K | 维空间的单位向量：(1，0，.. . ，0) T ，(0，1，0，"_，0) T ， …，(0,0,…， l ) r _ 


对于图 C 5 , 通过考虑具有五根长度为1的伞骨％，•••的 
“伞”，我们可以得到在 R 3 中的正交表现.现在打开伞(伞顶在 
原点）直至交错的伞骨之间的夹角是 90°. 

Lov^sz 接下来对于伞商/ I ，即 0 和 S 之间的距离，提供了 上界： 

e(c 5 ) ^ ⑷ 

参看下面两个方框里的内容,通过一个简单的运算我们得到 / i 2 = 
从而 0( C 5 ) ^ v /5, 因此 0( C 5 ) = VE . 

让我们看看 Lovdsz 是如何证明不等式 (4> 的.（事实上，他的结 
果更具一般性 .） 考虑两个向景 ® = (xi, ••- y = (yi, ••- yVa ) 
在 IT 中的内积 


<*， V ) =®iyi +." + a ^， 


则 | x | 2 =〈 a ;，= x ? + … + d 是向® a ; 长度 | a ;| 的平方,且 a : 和!/ 
的夹角 7 是 


cos 7 


( x ， y) 

l®lly|' 


W 此 < cr ，= 0 当且仅当: r 和 y 是正交的, 


五边形和黄金分割 

如果一个矩形切掉一个长为 a 的正方形之后剩下的矩形与 
原矩形具有相同的形状，那么传统上认为这样的矩形很美观. 
这样的矩形的两条边 a， 6 必须满足 卜 设比例为 t := I, 
我们得到 r = +或者户 - r _ 1 = 0. ‘这个二次方程我们 
得到黄 金分割 t = W 1 . 6180 . 

现在我们考虑边长为 a 的正五边形，且设 d 为其对角线长. 
Euclid 已经知道 (Book XIII ，8 g = t , 且两条对角线的交点是对 
角线的黄金分割点. 
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以下是 Euclid 书中的证明.因为正五边形的内角之和 
是加，所以任何一个内角为因为 ABE 是 等腰三 角形, 
故 = f . 这也 蘆含了 =誓，且我们得到三角 

形火沉7和 AMB 是相 似的. 四边形 CMED 是 菱形，因为它 
的对边还是平行的 （通 过角的 度数可 知）， 由 此得到 \MC\ = a 
以及 \AM\ = d - a •根据 4 BC 7 和 AMB 的相似性,我们有 

d_ \AC[ 一 \_AB\_ _ a _ \MC\ 
a " \AB\~ \AM\ ~ = JKTa\ =T ' 

还有其他结论.例如 s 是五边形 S 顶点到中心的距离,请读者 
证明关系式 3 2 = ^2 (注意到将对角线平分) • 

为了结束我们的几何之旅，现在考虑具有顶部是正则五 
边形的伞.因为相互交错的伞骨 （长为 形成了一个直角, 
Pythagoras 定理告诉我们 d = y /2 t 因此 3 2 = ^ 再一 

次运用 Pythagoras 定理,我们得到所要求的高度值/^ =|05|: 

/i 2 = 1-a 2 = = ± 

>/5 + 5 v /5 


现在我们来求上界 “0(G) < a^ 1 ”. 它对于任何图 G 的 Shannon 
容量都有一个非常“好”的正交表现.设了 =卜⑴，…，《 ( 叫}是阁 G 
在 M 中的正交表现，其中 V ( 0 对应着顶点％此外,我们假设所有 
向量 v(0 与向量 w:= 击 (v ( ” + ... + v ㈣) 有相同 的夹角 （#90。)， 或 
者等价地，对于任何 i ， 内积 

(v (0 ,U> = ( 7 t 

有相同的值且 a T # 0. 我们称是表现 T 的常数.对于 Lov 紅 z 伞， 
C 5 的表现显然满足条件 { v ^\ u )= ct t , 其中 ti = 

现在我们按如下三步展开. 

( A ) 考虑 V 上的概率分布 ® ㈨ ，…，: r m ) 且令 

/i(x) := |xir (1) -f + x m v (m) | 2 , 


以及 


^ t (G) := inf /i(x). 
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令 U 是 G 中基数为 \ U\=a 的最大独立集，并且定义 x u = ( x u -^ 
Xm ), 其中如果％ € C ； ,则々=^否则而= 0. 由于所有的向量幻⑷ 
都是单位长度的且对于任何两个不相邻的顶点 («<*), v O)) = 0,我们 
推断出 

〜 (G) < /i(〜) = |^X<V (0 | 2 = = ■- 


因此我们有并且 


a ( G ) ^ 




(B) 接下来我们计算 Mt ( G ). 我们需要 Cauchy-Schwarz 不等式 


<ci ， 6〉 2 < |a| 2 |6| 2 

其中向量 a t beR \ 将其运用到 a = Xl v ^ +… 
上,则得到 


,v (m) 和6 = ti 


〈IiV ⑴ 


: m v (m) ,u) 2 ^ ^ x ( x )\ u \ 2 . 


根据我们的假设，对于任意的 i 有〈 V ⑷, U 》 = ( T t , 对于任何概率 
分布*，我们得到 

(X!V (1) + ... + x m v (m) ,M> = (xi +*••• + X m )cr T = (T t . 

冈此,特别地,这对于均匀分布（士，…，士）也成立,这就蕴含了 | u | 2 = 
.因此 (5) 就 变成： 

4 < fi ( x ) C T 或者 fi T ( G ) ^ o T . 

另一方面，对于 X = ( 士, • • • ， 士）我们得到 

fl T ( G ) ^ fiix ) = |± (V ⑴ +...+ V (，2 = |u| 2 =吖， 

因此我们证明了 

H t ( G ) = a T . (6) 

总之，我们给常数为的 任意正 交表现 r 建立了不等式 

a ( G ?) 彡丄 ⑺ 

a T 

(C) 为了将不等式扩充到 0(G) ±,我们像以前一样来讨论.再 


图论 


一次考虑两个阁的乘积 G x //. 令 (7 和 W 的正交表现分别是 R ” 中 
的常数为的尺和『中的常数为 。的 S . 令 v = , v r ) 

是 H 中的一个向量,= … ，叫） 是 S 中的一个向量.图 Gx // 
中的顶点对应于向量对 ( v , w ) t 我们将其与如下向 fi 联系 起来： 




，1^叫，？；2叫， 


>V2W ai -- ,V r W U -- yV r 1V„) £ R rH . 


很容易验证 RxS := { vw T : V e R.w e S ] 是图 Gx H 中常数 
为 a n ( J s 的正交表现.根据⑹我们得到 

fi ItxS (GxH) = h r (G)^ s (H). 



对于图 C?n = G x … x G 以及其常数为的表现7\这表明 

f^ T n(G n ) = fi T (G) n = 

根据 (7) 我们得到 

^(^ 1 ) < 吟' V ^) ^ 巧 1 • 

综合上述讨论我们完成了 Lovdsz 定理的 论证： 

定理 • 当了 = { v ⑴， ... ，1； ( 叫}是图 G 的常数为 （ t t 的正交表现时， 
有 

'O(G) ^ X (8) 

a T 



0 1 
1 0 
0 1 
0 G 
1 0 


0 0 
1 0 
G 1 
1 0 
0 1 



5-圈图 C 5 的邻接矩阵 


看看 Lovdsz 伞，我们有 u = (0,0，/1=女) 7 \故得到 a = ( v ^\ u ) = 
h 2 =~ k > 这蕴含着 9(C 5 ) < y / 5 . 因此 Shannon 的问题解决了. 

让我们继续我们的讨论.从 (8) 中我们看出 G 的一个表现的 
越大，我们得到 0(G) 的上界越好.下面给出了我们得到 任何图 G 
的一个正交表现的方法.我们将 G = ( V , E ) 与如下定义的 邻接矩 
阵4 = (a 0 ) 联系 起来： 设顶点集为V = { Vl ，• •. ， Vrn l 则我们令 

a . . = { 1 若 ^ e E 
。•一 \ ◦ 否则， 

A 是主对角线为0的实对称矩阵. 

现在我们需要来自线性代数的两个事实.第一,作为一个对称 
矩阵4有 m 个实特征值 A x ^ A 2 ^ ^ A m (其中的冇些是相等 
的）， 并且这些特征值的和是和 A 的主对角线上的元素之和相等的， 
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即为 0. 因此,最小的特征值一定是负的（除非当 G 是无边图时平凡 
情况）.令 p = | A m | = 一入 m 是最小特征值的绝对值,考虑矩阵 

M := / -h - A , 

V 

其中/表示 （m x m ) 阶申.位矩阵.这个 A / 的特征值是1 + ^•彡 
1 + ^ ^ ^ 1 + ^ =0. 现在我们来引用第二个结果(线性代数 

中的主轴定理)：如果 A / = ( m t3 ) 是所有特征值大于等于零的实对 
称矩阵，则对于 s = mnk ( Af ) 有向董”⑴,… eR a 使得 

rrhj = (v { '\v (j) ) (1 < i,j ^ m). 

特别地，对于 M = / + 我们得到 

< n (0， V ⑷） = m tI = 1 对于任意 i 

和 】 

(v (O jV U)) = _ a .. 对于 i/j. 

由于对于任意％%贫 E 有= 0,我们得到向量 v ⑴，… ，《 ㈣ 确 
实形成 G 的一个正交表现. 

最后,让我们把这个构造运用到 m - 阍图上（其中 m > 5是 
夺数).这里我们很容易计算 p = | A min | = 2 cos ^ (见方框). 


C m 的特征值 

考虑(4的邻接矩阵 A 为了得到其特征值(特征向量)，我 
们运用1的 m 次单位根.它们是1，<，< 2 ,… ，C m ' 其中 C = 
(见第5聿方框). 

令 A == 0是这些根中的任意一个，则我们 

称（^^，…，^-^是力的关于特征值 A + A- 1 的 
特征向量.事实上,根据4的结构我们知道 


/I ^ 


/A 4- A m - X 、 


( 1 

A 


A 2 + 1 


A 

A 2 

■ 

= 

A 3 + A 

= (A + A- J ) 

A 2 



邻接矩阵的每一行包括两个 1 ,这蕴含着矩阵 M 每一行的行和为 1 + 
I， 对于表现{ V ⑴,…这意味着 

〈 v ⑷，”⑴ + …+ ”(爪>》=1 + - = 1 + ― 1 —, 

P cos 佘 

故对于任意 i 有 

{v {l) ,u) = ^(1 -f (cos^) -1 ) = a. 

因此,我们运用我们的主要结果（ 8 >，得到 结论： 

e(Cm ) < TT(Z^ (对于奇数 m > 卟 ( 9 ) 

注意到由于 cos 佘< 1 ,( 9 > 的上界比之前我们找到的上界 0 ( C m ) ^ 
f 更好.更多地 , cosf = ^其中 t = gtl 是黄金分割.因此对 
于 m = 5 ,我们又一次得到 

〆 5 5 (^+ 1 ) ^ 

由这个构造所产生的正交表现当然就是 “ Lovisz 伞”. 

那么关于 C 7 , C 9 , 以及其他奇圈图呢？通过考虑 a(Cl), q ( C ^) 
以及其他小的幕，下界¥彡 0 ( C m ) 显然可以增加,但是对于 m > 
7 的奇数我们知道的最好的下界和 （ 8 ) 的上界是不一致的.因此, 
在 Lovdsz 精彩地证明了 0 ( C 5 ) = 75 之后的 20 年,这些问题仍然没 


例如，对于 m = 7 ,我们知道 

v^08^ B(C 7 ) ^ - x -. 7 

1 + (cosf )-* 

即 3.2237 ^ 0 ( C 7 ) ^ 3 . 3177 . 




无差错信息传输 


有解决且被看成是非常难的问题一但是毕竞我们之前也有过这 
种情形. 


参考文献 

[1 】 V. Chvdtal: Linear Programming, Freeman, New York 1983. 

[2] W. Haemers: Eigenvalue methods, in: “Packing and Covering in Com- 
binatorics” （ A. Schrijver, ed.), Math. Centre Tracts 106 (1979) ， 15-38. 
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以下这个问题到底是谁最先提出和深人探究的已经无从考证. 
这个问题 就是： 


I 假设在一群人当中任意两个人都恰好有一个共同的朋友•那 
么总有一个人 （ 我们称之为交际花)是所有人的朋友. 

用数学的专业语言来表达,这就是友谊定理. 

在纠缠于证明之前让我们先用阁论的语言来 m 述一下这个问 
题.我们把人矜成是图上的顶点,如果两个人是朋友，那么就在代表 
他们的两顶点之间联上一条边.我们默认友谊都是•相互的，也就是 
说，如果 U 是 t ； 的朋友，那么也是 w 的朋友，并且每个人都不是 Cl 
己的朋友. w 而定理变成了以下的 形式： 



定理.假设 G 是一个有限图，其中任意两个顶点都恰好有一个共同 
的邻居，那么必然存在一个顶点是跟其他所有顶点都相连. 


注意这样的冇限图是存在的，参看边图，阉中的 u 是交际花.然 
时,这类“风车阁”实际上是唯•拥冇这种性质的图.事实上，不难 
证明在交际花存在的怡况下只有这种“风车阁”是唯一可能的. 

令人惊奇的是,友谊定理对无限 w 并不成立！事实上,要构造一 
个递归的反例，可以从一个五边形幵始，然后不停地为没冇共同邻 
码的顶点添加共同邻居.这样将会得到一个(可数的）无限的没有交 
际花的友谊阁. 

关于友谊定理有儿个 i £ 明，似是由 Paul Erdos , Alfred R 扣 yi 和 
Vera Sos 给出的第一个证明一直是最完善的. 



■ 证明. 假设断言是错误的，而 G 是一个反例，也就是说，没有哪 
个 G 的顶点是跟 K 他所有的顶点是相连的.为了得到矛府我们分 
两步走.第一部分是组合，第二部分是线性代数. 


(1) 我们断言 G 是一个正则 I 礼也就是说,对任何的 u，v e K 
d ( u ) = d ( v ). 苜先注意到定理中的条件能推出在 G 中没有 K 度为 4 
的圈.我们将这个条件称为 c 4 - 条件 • 

我们首先证明任意两个 不相连 的顶点 U 和 I ;有同样的麼 4(1/) 
= d ( v ). 假设 rf ( u ) = A:，rfu wn ，... ， W ? A ： 是 u 的邻居 . 中恰好有一 
个，比如扣 2 是与 t ， 相连的，而奶恰好与其 他的叫 中的一个相连， 
比如由此我们得到了如边栏所示的图.顶点〃和 M 冇共同的 
邻居 而与叫 （ i 彡 2) 有一个共同的邻居 a ( i 彡 2) •山 CV 条 
件，所冇这些^都是不同的.所以 ，咖 ） ^ k = rf ( u ), 从而由对称 
性 d ( u ) = d ( v ) = k . 

为了完成(1> 的证 明,观察到任何不同于的顶点是不与 U 或 I ； 
相连的， 所以度数为 k , 而这个我们已经证明.但是因为也冇个 
不相邻的点，它度数也为 fc , 所以 G 是 A > 正则的. 

对 w 的所冇个邻居的度数求和我们得到 fc 2 . 闪为仟意一个顶 
点（除了 W 与 u 都恰好有一个共同的邻居，我们对每个顶点都做了 
次 计数，除了 u ， 它被数了 iU 欠.所以 G 总共的顶点数为 

n = k 2 - fc - M . (1) 

(2) 剩下的证明是对线性代数的一些标准结果的漂亮应用.首先 

注意 fc —定比2大， 闵为由 （1) 对 A : < 2只可能有 G = /^和 G = K 3 , 
而它们都是平凡的风车图.考虑其邻接矩阵/! = ( a tj ) y 如上一章所 
定义的.丨1|(1)，矩阵中任意一行都恰好冇&个1,且由定理的条件，对 
任意两行都恰好有一列其中的元素都是 1. 另外注意到主对角线是 
由0组成的.因此我们有 



其中/ 是中位 矩阵, | TU \7 是全1阵.立刻可以验证 *7 有特征值 n (项 
数为 1) 以及0 (1 R 数为 n -1). 由此可得有特征值 A : - 1 + n = 
k 2 (重数为 1) 和- 1 (重数为 n - 1) • 

l _ A 是对称的 〖 ft 河对角化,所以 A 冇特征值 fc (重数为 1) 以 
及士假设特征值中的 r 个等于 Vk ^ l . s 个等于 - 
而 r + .s = n - 1. 现在我们快要完成了.因为>1中的特征值之和即 
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为其迹（而这个数值为 0) ，我们 发现： 

fc + r\J A: — 1 — sy/k — 1 = 0, 


并且特別地， r / s. 


而如果一个自然数 m 的平方根#是有理数，那么它就是一个整 
数！这个定理的优雅的证明是 Dedekind 在1858年提 供的： 令 n 0 是 
满足 n () ^i € N 的最小 fj 然数.如果癸 N， 那么存在/ € N 使 
得0 < v /石 -< < 1.设 m := no(v/m - f) y 我们发现 m N 以 
及 ni v/^ = — i)^/m = ri(,m — € N. 而山于 ni < n«， 

这与 n„ 的最小性矛盾. 

冋到我们的方程，让我们设 /I = v ^ Tgn , 那么 
h(s - r) = k = /i 2 + 1 . 

因为 /i 整除 / i 2 + 1 和 / i 2 , 我们发现 /i 必须等于1,于是 A : = 2,而我 
们已 经排除了这种情况.所以我们得到了矛质，从而完成证明. 口 


但是故事并没有到这里就结束.让我们再按照以下的方式来重 
述我们的 问题: 假设 G 是一个图，在图中任意两个顶点都会恰好有 
一条 长度为 2的路.显然,这是友谊条件的等价形式.我们的定理说 
的就是只冇风车阁才能满足以上条件.但如果我们考虑长度大于2 
的路乂如何呢？ 一个源自 AmoriKotzig 的猜想断 d 类似的情况是不 
可能的. 


Kotzig 猜想.令 £ > 2. 那么不存在这样的有限图.使得任意两个顶 
点间恰好有一条长度为£的路. 

Kotzig 自己证 明了在£ < 8的情况下这个猜想的正确性.在[3| 
中 ， ^ = 20的情形被证明了，并且 A. Kostochka 最近告诉我们现 
在€ < 33的情况都被证明了.然而，一个更一般的证明似乎难以 
获得…… 


参考文献 

[UP. Erd6s, A. R6nyi, & V. Sos: On a problem of graph theory , Studia 
Sci. Math. 1 (1966),215-235. 
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就像我们用 Paul Erdos 的几篇早期的数论文章来开始本书的一 
样，我们在最后来讨论可能被认为是他影响最深远的精神遗产 一 
他与 Alfred Rdnyi 一 同引人的概率方法. 以最简单的方式来说 就是： 


如果在一个事件集中，不具有某种特定性质的事件的并的概 
率小于1,那么一定存在某个事件是有这种性质的. 


由此我们得到了一个存 在性的 结果.我们或许很难找到这样的 
一个事件（而且常常如此)，但是我们知道它存在.我们在这里给出 
'个由 Erdos 提出的概率方法的例子（复杂度逐渐增加），而以一个 
特别优雅的最近的应用来结束. 

作为热身，考虑山子集次组成的一个集族 JT , 所有的冷是冇 
限集合 X 上基数为 d ^ 2 的子集.如果存在一种久的两种颜色的 
着色方案，使得在每一个次中，两种颜色都存在,我们说7是2-可 
着 色的. 我们立刻就可以推出并不是任何的集族都能如此着色的. 
举一个例子， 考 虑一个 （W - 1) 元集 X 的 所有, i 元子集.那么无论 
我们怎样对 X 进行 2 -着色，一定存在 d 个元素的颜色是一样的.另 
一方而，同样清楚的是任何 d 元2 - 可着色集族的子集族一定是 2- 
可着色的. 因此我 们感兴趣的是最小的 m = m ( d ), 使得存在一个 m 
个元紊的集族不是 2 - 可着色的.换句话说， m ( d ) 是保 i 正任意元索个 
数小于它的集族都是2-可着色的 M 大的数. 

定理 1 . 任意不超过个 c / 元集的集族都是 2 - 可着色的，也就是 
说， m ( d ) > 2 fi ~ l . 

■证 明. 假设7是由至多包含妒- 1 个元素的 rf 元集组成的集族. 
给 X 随机地着两种颜色，着每种颜色的概韦相同.对每个 A e T , 
令表示所冇4中的元素都是同样的颜色的事件.因为恰好就冇 
这两 种肴色 ，所以 


图论 


Prob(E A ) = ^) d -\ 

闪此由 m = |7| < 2 夂 1 我们得到（注意到事件是不相交的） 

Prob ( [J E a ) < ^ Prob ^) = m ( i) d_l ^ 1. 

我们得到一定存在某种 X 的 2 -着色方案,使得没有一个7中的 d 
元集是苹色的.这正是我们所说的2 - 可着色性的条件. 口 

m ( d ) 的一个上界，大约等于 d 2 2 d , 也被 Erd 6 s 用概率方法得到 
广这一次是通过取随机的集合以及固定一种颜色.至于准确值，只 
有前两个 m (2) = 3 和 m (3) = 7是已知的. M 然， m (2) = 3是在 
阁尺 3 上实现的，而 Fano 构形推出 m (3 K 7. 在这里只是由图上的 
七个三元集（包括中间那个圆环集 {4, 5, 6}) 所组成的.读者可能会 
饶有兴致地发现需要三种颜色.为了证明所有由六个三元集组成 
的集族是 2 -可着色的，从而得出 m (3) = 7我们需要进一步的努力. 
我们的下一个例子在这个领域是经典的一个例子 一 Ramsey 

数.考虑在 7 V 个顶点上的完全图 K / v . 如果无论我们怎样将的 
边着成红色或者蓝色,总存在一个在 m 个顶点上的完全子阉，其上 
所冇的边邡是红的，或者一个在 n 个顶点上的完全子图，其上所冇 
的边都是蓝的，我们说 AT " 具有性质 （ m ， n ). 显然如果具有性 
质 ( m , n ), 那么对每个 N 9 K h 都有这个性质.所以,就像是在第 
一个例子中的一样,我们要求满足这样性质的./ V 的最小者（如果存 
在的话) 这就是 Ramsey 敕 

作为开始，我们 气然有 R ( m t 2) = m t 因为或者所有的边都 
是红的或者存在一条蓝边，导致我们得到一个蓝的 K 2 . 由对称性， 
我们有 R (2 t n ) = n . 现在，我们假设 R(m - l ， n ) 和 /2( m ， n _ 1) 都 
存在. 我们然后将要证明 R ( m ， n ) 也存在并且 

R { m , n ) ^ R ( m - l , n ) 4- R ( m,n - 1). ( 1 ) 

假设 ；V = R(m - 1， n ) + R ( m y n - 1), 并且考虑任意一个 / C / v 的 
红蓝着色方案.对某个顶点令4是所有以红边连接 v 的顶点的 
集介，而 B 足所冇 以蓝边连接的顶点的集合. 

因为 W + \ D \ = N -1, 我们发现或者 彡 R(m — l ， n ) 或 
者 I ❿ «( m ， n - 1). 假设 I 川彡尺 ( m - l ， n ), 另外的情况类似.那么 
由 《(m - 1， n ) 的定义,要么存在 A 中元素个数为 m _ 1的子集, 
其所有边都着成红色，与一起组成了一个红色的要么存在元 
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素个数为 n 的,所有的边都着成蓝色的子集我们推出 X / v 满 
足 （ m ， n ) 性质,并且断言 （1) 成立. 

结合（1>及初始值 R ( m y 2) = m 和 R (2, n ) = n , 我们用类似求 
得二项式系数的递归法获得 



并且特别地有 

^ (1-f) = (TJ) - (1- 2 3 ) ^ ^ 


现在我们真正感兴趣的是 R ( k , k ) 的下界.这相当于证明对一 
个充分大的 iV < 存在一种对边的着色方案使得最后没有红 

色或蓝色的而这就是概率方法出场的时候了. 

定理 2. 对所有的 k ^2, Ramsey 数有如下 下界： 

R { k , k ) ^ 

■ 证明.我们有尺( 2 , 2 ) = 2 .而由⑵我们知道 H (3,3 K 6,而按照 
如图的方案着色的多边形证明了 R (3,3) = 6. 

现在假定 A > 4.假设 7 V < 2〗，考虑所有红蓝着色方案,其中我 
们对每一条边独立地等概率地红蓝着色.这样，每种着色方案都是 
同样地以概率 2-(^) 出现.令4是一个有 /c 个顶点的集合.那么4 
中的边都被着成红色的这个事件的概率就是2-«).因此我们 
可以推出某个 A : 元集被着成全红色的概率 P/? 被以下的关系式控制 
住： 

Pr = Prob ( U ^ 5Z _(\) = (:) 2 一 ⑴. 

|^|=A: \A\=k \ / 



现在利用 iV < 2纟和 A : > 4,再加上 k ^ 2 的不等式 （/) 彡 
^ ( 参见第 2 章附录>，我们有 

(:)2-⑺ < ^-2-(5) < 2《-(”= 2-^ + 1 ^ 

闪此有< |，而由对称性,某个具有 A : 个顶点的集合,其中每条边 
都着成蓝色的概率 | .我们可得 结论: 对 7 V <2 f ， p R + p fl < 1， 
所以一定存在一种非红非蓝的着色方案而这说明没有性 
质（无>). □ 




3 然， R ( k ， k ) 中的上界和下界有很大的距离.就像这本证明集 
一样简单的是，在 Erd 5 s 的结果出现50多年以后,对一般的 fc 仍没 
有找到更好的下界.事实上,没有人能够证明对某个同定的 e > 0, 
有 R ( k , k ) > 2(*+ 咖或者 R { k ， k ) < 2( 2 -咖. 

我们的第5个结果是另一个对概率方法的漂亮阐述.考虑一个 
在 n 个顶点上的图 G 以及其色数 X ( G ). 如果 X ( G ) 很大，那也就是 
说,我们需要很多的颜色，那么我们会怀疑是否 G 包含一个大的完 
全 子阁. 但是,远不是这么回事.早在40年代 Blanche Descartes 就 (2 
经构造了有任意大的色数但没有-角形的图，也就是说，每一个圈 
都至少有4条边，其他的也一样（请参考下面的方 框）. 

但是，在这些例子中有很多圈是有四条边的.我们能做得更好 
一点吗？我们能描绘出不存在长度较短的圈而仍旧有很大的色数 
吗？我们可以！为了更精确，我们将图 G 中 的最短 圈的长度称为 G 
的围长， id 为 7( G ); 那么我们就得到以下的定理， ft •先为 Paul Erd 6 s 
所证明. 


大色数且无三角形的图 

这是一串无三角形的图 G 3 , G 4 ,. •. ，满足 

x(G n ) = n. 

从 G 3 = 这个五边形开始,我们得到 x ( G 3 ) = 3. 假设我们 
已经在顶点集 K 上构造了 而新的图 G n + l 有顶点集 VU 
^ U { z }, 其中顶点 e V '与 I ； € V —一对应，而2是一个单 
独的另外的顶点. G n +1 的边可以分成 三类： 第一类是的所 
有边; 第二类是每一个 t / 与中的顶点 V 的邻居连接 的边; 
第三类是2与所有 t / e V '连接的边.由(7 3 = C 5 我们得到 G 4 , 
所谓的脚图. 
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显然, G n+l 也是没有三角形的.为了证明 X (G n+1 ) = n + 1, 
我们对 n 使用归纳法.对的任意一个 n - 着色方案,考虑一 
个颜色族 C 7. 必定存在一个顶点 t ；6 C , 它与每一个其他颜色 
的类中的至少一个顶点是相 连的； 否则我们可以将 C 7 中的顶 
点分配到 n _ 1个其他的颜色类当中，结果出现 X {G n ) < n - 1. 
但现在很明显的是 t / ( K ' 中的与 t ; 对应的顶点）必须在 n •着 
色方案中与 v 有相同的颜色.所以所有的 n 种颜色在 W 中均 
出现,而我们需要一种新颜色来为2着色. 


定理 3. 对于每个 A : 彡2,存在一个图 G 满足色数 X ( G ) > 以及围 
长 7( G ) > k . 

证明的策略与前面的那些证明 类似： 我们考虑一个特定的图 
上的概率空间，并且证明 X (G) < k 的概率小于〗即可，而同样 
地 7( G ) ^ k 的概率小于 I . 结果，我们想要的特定性质的图一定 
是存在的. 


■证 明. ^ V ={ v u v 2 r - ， w } 是顷点集， fWp 是一个将要精心挑 
选的0到1之间的固定的数.我们的概率空间 g ( n , p ) 由所有在 V 
上的，单个的边以概率 P 独立出现的图所组成的.换句话说，我们在 
谈论的是一个 Bernoulli 实验，我们在每一条边上赋予的概率为 p . 作 
为例子，一个完全阉的概率 Frob (/ C n ) 是 Frob ( Ar n ) = p ⑺. 一般地， 
我们有 Prob (//) = p-(l - P ) ⑺ _ m ， 如果在 K 上的图//恰好有 m 条 
边. 

让我们首先来看看色数 X (G). 我们用= a(G) 表示独立數, 
也就是 G 中最大的独立集的顶点个数. W 为在一种 x = X ( G ) 的着 
色方案4中所有的若色类都是独立的（而闪此基数< W ,我们推断 
^ X («) ^ n . 闪此如果《相对于 n 比较小的话 , X —定是比较大的， 
而这就是我们想要的. 

假设 2 < r < n. 某个阂定的 V 中的 r 元集是独立的概率 
为 （1 -P)( ; ), 并月.由与定理2同样的论证以及对所有的 p 有1 - p 彡 



e 我们可得 


Prob(a > r ) 彡 ^ J(l - p )(;) 

( n r ( l - p ) U ) = ( n ( l - p ) 午 ) r 彡 （ ne - 〆 r _ 1)/2 ) r ， 

给定某一个固定的 A : > 0,我们现在选择 p := 并继续证 

明对充分大的 n , 

作 0 + ^ < i ⑶ 

事实上，因为比 log «增长要快，对充分大的 n 我们有 n 击彡 
OArlogn , 因此 p 彡对 r := 「昔 1 这能推出 pr 彡 31 ogn , 而由此 

ne -p(r-l)/2 = ne -¥ e f ^ ne -JloRn e J = n *J e { = 

当 n 趋向于正无穷的时候收敛到 0. 闪此 (3) 对所有 n > m 均成立. 

现在我们看看第二个参数 7( G ). 对一个给定的 A : 我们想要证明 
没有很多的长度< fc 的阍.令 i 为一个在3和 fc 之间的数，而4 G K 
是一个同定的 i 元集.所有可能的4上的 i 边形的圈的个数 显然就 
是乂上的循环置换的数 B 除以 2( 闪为我们能从两个不同的 方向筲 
换一个 圈）， IW 因此等于 从而 所有可能的 i 边形的圈的个数 
就是 （?) ¥， W 此每一个这样的阐 C 7 都以概率 〆 出现令久为记 
录长度< A : 的阐的个数的随机变量.为了估计 X 我们运用两个简 
单但是漂亮的工具.第一个是期望的线性性，而第二个是非负随机 
变量的 Markov 不等式，即 

Prob(X ^ a ) ^ , 

a 

其中是 X 的期望.关于这两个工具请参考第14章的附录. 

令是一个长度为 i 的阐 C 的指示随机变量.也就是说， 
Xc = 1还是0取决于 C 是否出现在阁中，因此 五 A： c = 〆 .因 
为 X 记录了所有长度< A : 的圈的个数,我们有 X = Y ^ c ， 而由线 
性性可知 

其中最后一个不等式成立是闪为 np = n^i ^ 1. 现在运用 Markov 
不等式，取 a = f ， 我们得到 

Prob(X ^ §) ‘ 等《 [k-2)^ - = (k-2)n-^r. 
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W 为石端在 n 趋向于正无穷的时候收敛于0,我们推断得对 n > n 2 , 
P(X 彡晉） < 去. 

现在我们差不多完成了.我们的分析告诉我们对 n > maxCm, 
n 2 ), 存在 n 个顶点上的图//满足 Q(//) <卷， 并且具 有少于§个长 
度彡 fc 的圈.从每一个这样的阁中删掉一个顶点， fftl •令 G 为剩下的 
I 礼 那么 7(0) > k 在任意的比率下都成立. W 为 G 包含多于 f 个 
顶点并且满足 a ( G )^ a ( H ) < 我们发现 

. n /2 、 7i n 

澗/ 硕/ MH ) 〉 二 k 、 


对于数值较大的围长和色数的（庞大的）阁的明确构造方法我 
们是知道的.（相反，我们不知道怎样构造红/蓝着色方案，使得里面 
没有大 的中色 W， 而这种着色方案的存在性是由定理2所保 iiH 了 
的 •）Erd6s 的证明中剩下的激动人心的部分是它证明了相对比较小 
的色数和围长的数值较大阁的存在. 

为了结束我们这次到概率世界的短途旅行，让我们讨论一个在 
几何图论、1中的贯要结果（同样地我们冋到 Paul Erd6s 身 上）. 

考虑一个有 n 个顶点和 m 条边的简单图 G = G ( V , E ). 我们想 
耍将 C 嵌人一个平面，就像我们对平面图做的那样.现在，我们从 
第11章可以知道——作为 Euler 公式的结果 一 一 个简单的平面 
图 G 最多冇加, - 6 条边.闪此,如果 m 比 3n - 6大，那么一定冇交 
叉的边存在.交叉教 cr { G ) 就被这样自然地定 义了： 它是在 G 的所 
有画法中交叉的最小数目，其中多于两条的边交于一个顶点的交叉 
是不被允许的.因此 cr(G) = 0当且仅当 G 是平面阁. 

在这样的最小图中以下〒种情况被排 除了： 

• 没有边能 ft 交 
• 有共同端点的边不能相交. 

• 没有两条边能相交两次. 

这是 W 为在任意的一个情况当中，我们可以构造同一个与该 阁不同 
的图，但是具有更少的交叉，运用我们在阁中表示的操作.所以，从 
现在起我们假定所有的 W 法都有这二.条规则. 

假定 G 被画在平面上，其交叉数为 cr(G). 我们可以立刻推断出 
交叉数的一个下界.考虑以下的阁//: //的顶点是 G 的顶点加上所 
有的交叉点， Ifil 所有的边是原来的边的部分，即我们沿着交叉点到 
交叉点. 


oO 
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图论 



新图//现在就是简单平面图（这可以由我们的三个假定得 到!) . // 
的顶点数是 7 i + cr ( G ) 而边数为 m + 2 cr ( G ), 因为每个交叉处的新顶 
点都是4度.对于平面图的边的个数的界我们 发现： 


m + 2 cr ( G ) ^ 3 (n + cr ( G )) - 6, 


即， 


cr ( G ) ^ m — 3 n + 6. 
作为一个例子,对完全图我们计算 

ct(Kq) ^ 15-18 + 6 = 3, 
并且事实 t 存在一个 W 法只有三个交叉. 


⑷ 


(4) 中的下界对于 m 关于 n 是线性的情况下来看是足够好的, 
然后图_变了，时这就是我们的定理. 


定理 4. 令 G 是具有 n 个顶点和 m 条边的简单图，其中 m 彡 4 n . 
那么 

、 1 m 3 
Cr(G) ^ 64 ^* 

这个被称作交 叉引理 的结果的历史，是非常冇趣的.在 1973 
年 ErdSs 和 Guy 提出这个猜想(其中忐是被一个常数 c 所取代的）. 
敁初的证明是山 Leighton 在 1982 年给出的(用 忐代替 以，而另外 
又由 Ajtai, Chvilal, Newborn 和 Szemeredi 独立地得到.交叉引理几 
f 不为人所知（事实上，许多人在它的原始证明出来很久以后仍然 
认为这是一个猜想），直到 Llszl6 Sz^kely 在他的一篇很漂亮的论文 
里面将其运用到一系列至那时为止都是相当闲难的儿何极植问题 
上，阐述了其有用性.以下我们要提供的证明是从 Bernard Chazelle, 
Micha Sharir 和 Emo Welzl 的电子邮件谈话里提炼出来的，毫无疑问 
这应该属于数学天书. 

■ 证明. 考虑 G 的敁小 化_阁，且令 p 是一个0到1之间的数（将 
会在以后确定）.现在我们产生 G ’ 的一个子阁,选取 G 中的顶点以 
概韦 P 落人这个子图 • 相互独立.我们用标记所得到的诱导子 

ra. 


令 为对顶点数、边数和中的交叉的数目计数的随 
机变釐.因为由⑷， cr ( G ) - m + 3 n ^ 0对任意的图都成立,我们当 
然有 


E ( X P - m v + 3 n p ) ^ 0. 
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现在我们继续来计算单个的期望 E(n p ) t 和 E(X P ). 很明显 

地， E(n p ) = pn 以及 E(m p ) = p 2 m , 闵为一条边出现在中当且 
仅 3 其两个端点也出现在 G p 中 . 最后 , E(X P ) = p 4 cr(G ), 因为一个 
交叉点在 G p 中出现当且仅当全部四个（不同的 ! ）顶点都在那里 . 
由期望的线性性我们发现 



0 彡 E(X P ) - E(m p ) 4- 3E(n p ) = p 4 cr((7) - p 2 m + 3?m, 


也就是 


ct ( G ) ^ 


•m - 3pn 
~P A 


m 3 n 

厂尹 . 


(5) 


现在这是最关键的 一条 : 令 P 吉（由我们的假设这至多是 1 )， 

那么 （ 5 ) 变成 


cr(G) ^ 


3 n 


1 Am 
64 ( n / m ) 2 ( n / m ) 3 



64 n 2 


这就是我们想要的了 . 

Paul Erd6s 看到这个证明会很高兴的 . 


□ 
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